Google 



This is a digital copy of a book that was prcscrvod for gcncrations on library shclvcs bcforc it was carcfully scannod by Google as pari of a projcct 

to make the world's books discoverablc online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, cultuie and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the original volume will appear in this flle - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prcvcnt abuse by commcrcial parties, including placing technical restrictions on automatcd qucrying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use ofthefiles We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain from automated querying Do not send aulomated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machinc 
translation, optical character recognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encouragc the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogX'S "watermark" you see on each flle is essential for informingpcoplcabout this projcct andhclping them lind 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any speciflc use of 
any speciflc book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search mcans it can bc used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

Äbout Google Book Search 

Google's mission is to organizc the world's Information and to make it univcrsally accessible and uscful. Google Book Search hclps rcadcrs 
discover the world's books while hclping authors and publishers reach new audiences. You can search through the füll icxi of ihis book on the web 

at |http : //books . google . com/| 



Google 



IJber dieses Buch 

Dies ist ein digitales Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den Realen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 
Rahmen eines Projekts, mit dem die Bücher dieser Welt online verfugbar gemacht werden sollen, sorgfältig gescannt wurde. 
Das Buch hat das Urheberrecht überdauert und kann nun öffentlich zugänglich gemacht werden. Ein öffentlich zugängliches Buch ist ein Buch, 
das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch öffentlich zugänglich ist, kann 
von Land zu Land unterschiedlich sein. Öffentlich zugängliche Bücher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kulturelles 
und wissenschaftliches Vermögen dar, das häufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 
nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 

Nu tzungsrichtlinien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in partnerschaftlicher Zusammenarbeit öffentlich zugängliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zugänglich zu machen. Öffentlich zugängliche Bücher gehören der Öffentlichkeit, und wir sind nur ihre Hüter. Nie htsdesto trotz ist diese 
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfügung stellen zu können, haben wir Schritte unternommen, um den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu veihindem. Dazu gehören technische Einschränkungen für automatisierte Abfragen. 
Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 

+ Nutzung der Dateien zu nichtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche für Endanwender konzipiert und möchten, dass Sie diese 
Dateien nur für persönliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Sie keine automatisierten Abfragen irgendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
über maschinelle Übersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchführen, in denen der Zugang zu Text in großen Mengen 
nützlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir fördern die Nutzung des öffentlich zugänglichen Materials für diese Zwecke und können Ihnen 
unter Umständen helfen. 

+ Beibehaltung von Google-MarkenelementenDas "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei finden, ist wichtig zur Information über 
dieses Projekt und hilft den Anwendern weiteres Material über Google Buchsuche zu finden. Bitte entfernen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalität Unabhängig von Ihrem Verwendungszweck müssen Sie sich Ihrer Verantwortung bewusst sein, 
sicherzustellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafürhalten für Nutzer in den USA 
öffentlich zugänglich ist, auch fiir Nutzer in anderen Ländern öffentlich zugänglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir können keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulässig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und überall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben. 

Über Google Buchsuche 

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten Informationen zu organisieren und allgemein nutzbar und zugänglich zu machen. Google 
Buchsuche hilft Lesern dabei, die Bücher dieser We lt zu entdecken, und unterstützt Au toren und Verleger dabei, neue Zielgruppcn zu erreichen. 
Den gesamten Buchtext können Sie im Internet unter |http: //books . google .corül durchsuchen. 



LEHEBUCH 



DEB 



ELEMENTAR-GEOMETRIE 



VON 



J. HENBICI UND P. TREÜTLEIN, 

PBOFK8SOS ' DIBXKTOB 

AK GTMNASnTH ZU HBIDEIiBBBO. DBS BBALOTMNASIUMS ZU KABLSBUHB. 



ß n^ 



EESTEE TEIL. 

GLEICHHEIT DER GEBILDE IN EINEE EBENE. 
ABBILDUNG OHNE MASSÄNDERUNG. 



MIT 193 FIGUREN IN HOLZSCHNITT. 



DRITTE AUFLAGE. 




LEIPZIG, 

DRÜCK UND VERLAG VON B. G. TEÜBNER. 

1897. 



>VajdkS\S%.<\"^ 




•' ^ -s 

* --^-N 



• - . ■" 



■} ♦ ' j '■. 







ÖL/t-A^öLA-^ ..^^ju'^^VV^iJw- 



ALLE BEOHTE, 
EINSCHLIESSLICH DES ÜBEBSETZUNGSKECHTS, VOBBBHALTEN. 



J 



Vorwort. 



Ein Blick in das Inhaltsverzeichnis zeigt ^ dafs die Verfasser 
jener Richtung in der Behandlung der Geometrie entsprechen wollen, 
die die Euklidische Anordnung und deren Abarten nach französischen 
Mustern aufgegeben hat. Mit Recht gelten Euklids Elemente als 
ein Muster systematischer Anordnung der Schlüsse, insofern jeder 
Lehrsatz da steht, wo die Prämissen zu seinem Beweis vollständig 
gegeben sind; ein Muster von logischer Anordnung der Begriffe 
aber sind jene Elemente nicht, da ihnen eine logische Einteilung des 
Stoffes fehlt. Neuere Bearbeitungen der Geometrie haben daher vor 
Euklid den Vorzug, dafs sie gleichartige Gegenstände zusammenstellen 
und ungleichartige in logischer Folge aneinander reihen. 

Der vorliegende erste Teil behandelt die Gleichheit und unver- 
änderte Abbildung in der Ebene, der zweite die Verhältnisse und 
Berechnungen (einschlielslich der Trigonometrie) und die Perspektive 
Abbildung in der Ebene; der dritte befafst sich mit den Gebilden, 
die nicht in einer Ebene liegen. Die Kegelschnitte werden im zweiten 
und dritten Teil von verschiedenen Gesichtspunkten aus betrachtet. 
Jeder Teil enthält eine Aufgabensammlung. 

In dem ersten Teil führt die Anordnung nach dem Stoff zu* 
gleich wie von selbst zu einer Ordnung der Sätze nach den Hilfs- 
mitteln in der Beweisführung. Da nämlich die Gleichheit der 
Gebilde daraus erkannt wird, daä diese durch eine Bewegung zur 
Deckung gebracht werden können, so gliedert sich der Stoff nach 
den Bewegungsarten, welche zum Beweis in Anspruch genommen 
werden. Somit kommt den einzelnen Kapiteln dieses ersten Teiles 
ein ihnen eigentümlicher Beweisgang zu, der in dem Kapitel durch- 
weg beibehalten wird. Bei einem derart vorgeschriebenen Weg 
werden jene sog. Mausfallenbeweise vermieden, bei welchen man sich 
schliefslich dem Lehrsatz gefangen giebt, ohne darüber klar zu sein, 
wie man dazu gekommen ist. Durch Drehen, Wenden und Ver- 
schieben erhält man nicht blofs Gebilde in neuer Lage, sondern ver- 
gleicht man auch diese Gebilde. Auf diese Weise steigert sich die 
Anschaulichkeit und damit die Klarheit im Verständnis der Figuren 
und ihrer Beziehungen ebenso sehr, wie die Anforderungen an das 
Gedächtnis des Schülers sich vermindern. 
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IV Vorwort. 

In der iBrsten Auflage ging die Symmetrie in Bezug auf eine 
Gerade der in Bezug auf einen Punkt voraus und einige Kollegen 
haben dieser Anordnung den Vorzug gegeben. Die umgekehrte An- 
ordnung ist insofern logischer, als sie erst die Vergleichung der 
Winkel untereinander und auch die von Strecken untereinander giebt 
(§ 11 — 14) und dann erst übergeht zu der Abhängigkeit der Winkel 
von den- Strecken und umgekehrt (§ 17 — 18). Vor allem aber muss 
doch die Eindeutigkeit der Senkrechten von einem Punkt zu einer 
Geraden vor der Symmetrie zu einer Geraden dargethan sein; die 
ursprüngliche Anordnung brachte uns in die Verlegenheit, diese Ein- 
deutigkeit gleichsam als Axiom aufzustellen (vgL dort § 10, i und 
§ 11, 4). Auch die Bedingungen der Bewegungen sprechen für die 
neue Folge: erst Bewegung um den Punkt, dann um die Gerade, 
erst in der Ebene, dann aufser ihr, erst bis zu einem Gegenstrahl, 
dann bis zu einer Gegenseite der Ebene. Allerdings wird von den 
Jungen das Wenden eines Blattes häufiger ausgeführt, als die Drehung 
eines Bades; allein jene Bewegung ist ihnen nicht anschaulicher als 
diese, wenn man sie nur auch die Umdrehung wiederholt wirklich 
schauen läfst. 

Selbstverständlich mufs aber der Lehrer die Lageänderungen der 
Figuren an handlichen Modellen so oft selbst ausführen und den 
Schüler ausführen lassen, bis dieser dazu reif ist, blofs mit der Vor- 
stellung und dem Begriff der Bewegung zu arbeiten. Gerade hierbei 
sind die Übungsaufgaben in lebendiger Verwebung mit dem Lehr- 
stoff und diesem vielfach vorarbeitend zu behandeln. 

Ln Zeichnen giebt unser Lehrgang mehr als irgend ein andrer 
dem Winkelscheit und Mafsstab ihr Recht, während meistens diese Werk- 
zeuge gegenüber dem Zirkel vernachlässigt werden; hier ist der Schüler 
in den ersten Zeichnungen auf deren Gebrauch allein angewiesen. 

Was übergangen werden kann, ist durch kleinen Druck, was 
Hauptbestandteil des Wissens sein muss, durch fetteren Druck unter- 
schieden. Aber auch von dem mittleren Druck genügt bei manchem 
die einmalige Durchnahme (z. B. von § 30), während anderes die 
Wiederholung erfordert. An die Sätze von den Parallelenpaaren (§ 12) 
können die vom Parallelogramm (§ 36, ausschließlich 3 b) und an die 
vom gleichschenkeligen Dreieck (§ 17) die von den Vierecken mit 
Mittellinie (§ 38, ausschliefslich 2 b und 5d) angeschlossen werden. 

Überhaupt gestattet die sachgemäfse, übersichtliche Anordnung 
dem Lehrer gröfsere Freiheit im Unterricht, als ein nach äufserlichen 
Bedingungen verordneter Lehrgang. Möge er von dieser Freiheit 
guten Gebrauch mächen, um sich selbst im Unterrichten frisch zu 
erhalten. 
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I. Abschnitt. 

Entstehung der geometrischen Gebilde. 
Strecke und Winkel. 

Erstes Kapitel. 

Die Grundgebilde der Geometrie. 

§ 1. Stellung und Gegenstand der Geometrie. 

1. Die Geometrie ist ein Zweig der Mathematik (Gröfsenlehre). 
Im ersten Teil der Mathematik, der Arithmetik (Zahlgröfsenlehre), bleibt 
die Beschaffenheit der Gröfsen und damit deren Einheit oder Mafs will- 
kürlich. Die Geometrie (Raumgröfsenlehre) ist die Wissenschaft von den 
Raumgröfsen (Baumgebilden oder geometrischen Gebilden); sie behandelt 
die räumlichen Beziehungen dieser Gebilde, d. i. ihre Form, Gröfse und 
Lage, und läfst alle Eigenschaften derselben auTser Betracht, welche nicht 
einzig nur den Baum betreffen, z. B. bei einer Bewegung die Zeit und 
die Widerstände. Letztere Beziehimgen behandelt die Mechanik. 

2. Ein vollständig abgegrenzter Teil des Baumes heifst ein geo- 
metrischer Körper oder kurz Körper; er ist blofs der Baum des ent- 
sprechenden natürlichen Körpers. — Die Grenze zweier aneinander stofsenden 
Baumteile heilst eine Fläche; von ihr aus dehnt sich der Baum nach 
zwei Seiten hin aus, während sie selbst nach diesen Seiten hin keine 
Ausdehnung hat. — Die Grenze zweier aneinander stofsenden Flächenteile 
heifst eine Linie; von ihr aus unterscheidet man auf der Fläche zwei 
Seiten, während die Linie selbst nach diesen Seiten hin keine Ausdehnung 
hat. — Die Grenze zweier zusammenstoßenden Teile einer Linie heifst 
ein Punkt; er hat keine Ausdehnung. 

Körper, Fläche, Linie, Punkt sind die Grundgebilde des Baumes. 

3. Diese geometrischen Gebilde werden jedoch in der Geometrie 
nicht blofs als Grenzen betrachtet, sondern auch losgelöst von einander 
und wieder willkürlich zu geometrischen Figuren zusammengestellt. 
Zur Erleichterung der Vorstellung werden Punkte, Linien und Flächen 
versinnlicht durch körperKche Gebilde, deren Ausdehnungen nach den Seiten 
hin, nach welchen sie keine Ausdehnung haben sollten, thunlichst klein 
sind und aufser Betracht bleiben. 

Henrici u. Treutlein, Jjehrb. d. Elem.-Geometrie. I. 3. Aufl. 1 



2 I. Kap. Die Grundgebilde der Geometrie. § 1- 2. 

4, Da, wo ein Gebilde ruht, ist seine Stelle; wenn diese in Bezug 
auf ein anderes Gebilde bestimmt wird, heilst sie seine Lage. 

Jedes Gebilde kann man an eine andere Stelle im Eaume gebracht 
oder bewegt denken; stellt man sieh seine auf einander folgenden Lagen 
alle auf einmal vor, so erhält man ein neues Gebilde. Demnach kann 
man die Gebilde, vom Punkte ausgehend, durch Bewegung entstehen lassen 
oder entstanden denken. 



§ 2. Entstehnng der Grnndgebilde dnrch Bewegung. 

!• Ein Punkt ist das einfachste der Grundgebilde und 
kann vorgestellt werden als ein verschwindend kleiner Teil 
des Raumes; von ihm kommt keine Ausdehnung^ also auch keine 
Gestalt in Betracht. 

Darstellung auf dem Papier durch zwei einander schneidende kleine Striche 
(mit einem kleinen Ereis); Benennung durch einen (grofsen lateinischen) Buch- 
staben. — Gröfsere Punktsignale sind beim Feldmessen im Gebrauch (z. B. 
Pfähle, Stäbe, Steine, Türme), noch weit gröfsere in der Sternkunde (z.B. Fix- 
sterne). Auf einer Landkarte kann eine ganze Stadt durch einen Punkt 
bezeichnet werden. 

2. a) Eine lAnie kann aufgefafst werden als die Gesamt- 
heit der Lagen eines bewegten Punktes. Von jeder einzelnen 
Lage des Punktes sagt man: der Punkt liegt auf der Linie — oder: 
die Linie geht durch den Punkt. 

Beispiele: Die Spitze eines bewegten Bleistiftes; feurige Kohle; Rakete; 
Sternschnuppe; Wasserstrahl eines Brunnens. 

Bildliche Darstellung einer Linie auf dem Papier; 
Benennung durch einen (kleinen, lateinischen) oder 
durch zwei oder mehrere Buchstaben; wie etwa Linie l 
oder AB oder AGB. 

b) Eine Linie ist durch einen Punkt (die Anfangslage) ^ein- 
seitig begrenzt, durch diesen und durch die Endlage B des bewegten 
Punktes wird sie vollständig begrenzt; beide Punkte heifsen Grenz- 
punkte der Linie. Fallen Anfangs- und Endlage des die Linie be- 
schreibenden Punktes zusammen, so heifst die Linie 
geschlossen (z. B. ÄBiCBA), andernfalls offen. Zwei 
Punkte einer geschlossenen Linie, wie Ä und C, bestimmen 
zwei vollständig begrenzte Teile, ABC und ÄB^C, 

Jede Linie kann man durch zwei einander entgegen- 
gesetzte Bewegungen beschrieben denken, z. B. die Linie 
ABC sowohl durch die Bewegung von A über B nach 
(7, als auch von G über B nach A. Hat man die zum 
Durchlaufen einer Linie nötige Bewegung unbegrenzt fortgesetzt 
zu denken ohne Wiederkehr in sich selbst, so heifst die Linie 
unbegrenzt. 






§ 2. 3. I. Kap. Die Grundgebilde der Geometrie. 3 

c) Haben zwei Linien Ä8B und X8Y einen Punkt 8 gemein- 
sam^ so heilst er ilir Schnittpunkt; die Linien 
schneiden einander in diesem Punkte. Man kann 
zwei Linien stets in solche Lage gebracht denken, 
dafe irgend ein Punkt der einen mit einem beliebigen 
Punkt der andern zusammenfällt. ^«- ' 

3, a) Eine Fläche kann aufgefafst werden als die Gesamt- 
heit der Lagen einer bewegten Linie, deren Punkte ver- 
schiedene Linien beschreiben. 

Beispiele: Schnittfläclie beim Durchschneiden eines Körpers; Schatten. 

b) Eine Fläche wird durch eine Linie, die Anfangslage der be- 
wegten Linie, einseitig begrenzt; durch diese und durch die End- 
lage wird sie zweiseitig begrenzt; durch diese beiden und durch 
die von Grenzpunkten der Linie beschriebenen Linien wird die Fläche 
allseitig begrenzt. Eine unbegrenzte Fläche kann entstehen 
durch Bewegung einer unbegrenzten Linie, deren Punkte selbst un- 
begrenzte Linien beschreiben oder in die Anfangslage der Linie zurück- 
kehren, oder auch durch die Bewegung einer geschlossenen Linie, 
deren Punkte unbegrenzte Linien beschreiben. 

c) Zwei Flächen können eine Linie gemeinsam haben, ihre Schnitt- 
linie; die Flächen schneiden einander in ihr. — Man kann zwei 
Flächen stets in eine solche Lage gebracht denken, dafs irgend ein Punkt 
der einen mit einem beliebigen Punkt der andern Fläche zusammen- 
föllt und dafs sie einander in einer durch diesen Punkt gehenden Linie 
schneiden. 

4. Ein Körper kann aufgefafst werden als die Gesamtheit der Lagen, 
welche eine allseitig begrenzte Fläche bei ihrer Bewegung der Eeihe nach 
einnimmt, wenn dabei die Linien der Fläche verschiedene Flächen beschreiben. 

§ 3. Die «erade. 

!• Die {gerade Linie oder) Oero/de ist eine unbegrenzte Linie, 
die, wie sie auch durch zwei Punkte gelegt werden mag, stets die- 
selben Punkte enthält. Somit gilt als Grundsatz von der Geraden: 

Dti/rch zwei Fu/nkte ist eine Oerdde eindeutig bestimmt. 

Prüfung eines Lineals, indem man es an zwei Punkte anlegt, die Linie 
durch diese zieht und es dann andrerseits der gezogenen Linie nochmals 
anlegt. 

Die durch zwei Punkte gehende a m 

Gerade heilst die Verbindungsgerade ' pig 4. 

der Punkte, z. B. J.Ä 

Die Punkte einer Geraden bilden eine Punktreihe; die Gerade 
selbst heifst Träger der Punktreihe. 
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Eine Linie, von welcher kein Teil mit einem Teil einer Geraden 
zur Deckung gebracht werden kann, heilst eine krumme Linie (Kurve). 

2. Eine Gerade durch einen Punkt heilst auch ein Strahl dieses 
Punktes; sie wird von dem Punkt (Strahlpunkt) in 2 Halb strahlen 
geteilt, von denen der eine jeweils der Gegenstrahl des andern heifst. 
Ein Halbstrahl giebt im Sinn der vom Strahlpunkt ausgehenden Be- 
wegung zugleich eine bestimmte Richtung an; sein Gegenstrahl giebt 
die Gegenrichtung. 

3« Wird eine Gerade so bewegt, dafs dabei ein einziger ihrer 
Punkte an seiner Stelle bleibt, so heifst die Bewegung eine Drehung; 
der Punkt heifst der Drehpunkt. 

Im besonderen kann die Drehung einer Geraden um einen Dreh- 
punkt S derart geschehen, dafs sie 
mit einer festen Geraden, der Leit- 
geraden, stets einen Punkt gemein- 
sam behält. Der Schnittpunkt Ä 
rückt von einer Anfangslage a der 
Geraden immer weiter nach Ä^^ A^ 
und zwar unbegrenzt weit hinaus; 
der Strahl durch 8 nähert sich hier- 
bei einer Lage äX, die man als 
gleichlaufend oder parallel zu 
AA^ bezeichnet, S'K\AA^\ 

Ein Strahl eines Punktes heifst gleichlaufend oder 
parallel^) zu einer Geraden in der Lage, welcher der Strahl 
unbeschränkt nahe kommt, wenn sein Schnittpunkt mit der 
Geraden unbeschränkt weit hinausrückt. 

Durch die geringste Drehung über die parallele Lage SIL hinaus 
kann dann der Gegenstrahl S Y mit dem Gegenstrahl von AA^ zum 
Schnitt gebracht werden und bei Fortsetzung der Drehung durchläuft 
der Schnittpunkt des Strahles die Punkte B^JS^A. Auf diese Weise 
durchläuft der Schnittpunkt alle Punkte der Geraden AA^. 

Wie durch jeden Schnittpunkt (z. B. B^ die besondere Lage {SB^ 
des Strahles eindeutig bestimmt ist (1), so ist dies auch der Fall für 
die parallele Lage /SX || AA^'^ dies ist der Grundsatz von den 
Parallelen (Parallelen-Axiom des Euklid): 

JDurch einen Punkt aufserhalb einer Geraden giebt es 
immer nur eine ihr parallele Gerade. 

Zwei parallele Halbstrahlen heifsen gleichgerichtet, wenn sie 
beide auf derselben Seite der Verbindungsgeraden ihrer Strahlpunkte 
liegen, gegengerichtet, wenn sie auf verschiedenen Seiten liegen. 




*) Von itocQokXriXog nebeneinander. 
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Anmerkung. Zwei Gerade, die einander weder schneiden, noch parallel 
sind, heifsen einander kreuzend oder windschief. 

4, Wird die eben beschriebene Drehung so weit ausgeführt, bis 
der Halbstrahl SÄ seine anfängliche Lage mit der seines Gegen- 
strahls vertauscht hat, so ist eine Umdrehung vollendet. Wird 
jene Bewegung aber soweit fortgesetzt, bis der Halbstrahl SÄ selbst 
wieder in seine Anfangslage zurückgekommen ist, so ist damit eine 
ganze oder volle Drehung ausgeführt; diese ist also gleich zwei 
Umdrehungen *). 

5. Von einer Anfangslage a aus kann nun der Strahl SÄ ent- 
weder so gedreht werden, dafs der Schnittpunkt den einen Halbstrahl 
ÄÄj^ oder so, dafs er dessen Gegenstrahl ÄB^ durchläuft. Hiemach 
unterscheidet man die Drehung in dem einen Drehungssinn (dem 
Uhrzeiger entsprechend, ßechtsdrehung) oder in dem entgegengesetzten 
(Linksdrehung). 

§ 4. Die ebene Fläcbe. 

!• Die (ebene Fläche oder) Ebene ist eine allseitig unbegrenzte 
Fläche, die, wie sie auch durch drei, nicht in einer Geraden liegende 
Punkte gelegt werden mag, stets dieselben Punkte des Raumes in 
sich enthält. Somit gilt als Grundsatz von der Ebene: 

Dwrch drei nicht in einer Geraden liegende Punkte ist eine Ebene 
eindeutig bestimmt. 

2. Da eine Ebene durch drei Punkte (1), eine Gerade schon durch 
zwei Punkte bestimmt ist (§ 3, i), so folgt: 

Eine Gerade dwch zwei Funkte einer Ebene fällt vollständig in 
die Ebene. 

Prüfung eines Reifs brettes mittels eines Lineals. 
Eine Gerade begrenzt einseitig zwei Teile der Ebene, deren jeder 
Halbebene heilst; diese Halbebenen liegen auf verschiedenen Seiten 
der Geraden. 

3. Wird in der Ebene aufserhalb einer ihrer Geraden noch ein 
Punkt angenommen, so müssen alle Verbindungsgeraden zwischen dem 



*) Wird eine Gerade um einen Punkt gedreht, während sie mit einer ge- 
schlossenen Linie (Leitlinie) stets einen Punkt gemeinsam hat, so kehrt sie 
schliefslich wieder in ihre Anfangslage zurück. Dies ist nun auch bei der yoUen 
Drehung einer Geraden längs einer Geraden der Fall: letztere Gerade verhält 
sich dabei als Leitlinie so, als ob man durch ihre Verlängerung in der einen 
und andern Richtung zu einem einzigen bestimmten Punkt gelangen könnte, 
durch welchen die gedrehte Gerade bei ihrer parallelen Lage hindurchgeht. 
Daher läfst man die Ausdrücke : „Parallele zu einer Geraden" und „Gerade nach 
dem unendKch fernen Punkt einer Geraden" dasselbe bedeuten; man will hier- 
mit die Parallele als Durchgangsgebilde unter den schneidenden Geraden und 
zugleich als eindeutig bestimmte Gerade (1) kennzeichnen. 
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Punkt und den Punkten der Geraden in der Ebene liegen; die Ebene 
wird daher von einer Geraden beschrieben, wenn diese um den Punkt 
sich drehend eine Umdrehung macht (§ 3, 4). Hieraus folgt: 

Die dwrck einen Punkt gehende ParaUde zu einer Geraden liegt 
in der durch Pwnkt und Gerade bestimmten Ebene. 

Die Geraden einer Ebene, welche durch einen Punkt gehen, bilden 
einen Strahlenbüschel (oder Vielstrahl, im besonderen: Zweistrahl^ 
Dreistrahl u. s.w.); der Punkt selbst heüjst sein Scheitel oder sein 
Strahlpunkt. 

4. Weiter folgt aus 2) und 3): 

a) Zwei Gerade einer Ebene schneiden einander, oder sie sind parallel; 
denn eine derselben kann als Leitgerade, die andere als eine Lage 
der gedrehten Geraden aufgefafst werden. 

Die windschiefe Lage zweier Geraden ist also in einer Ebene un- 
möglich. 

Aus a) ergeben sich noch die folgenden zwei Sätze: 

b) Wenn eine Gerade emer Ebene eine von zwei Parallelen schneidet, 
so schneidet sie au^ch die a/ndere; 

sie kann nämlich der zweiten Parallelen nicht parallel sein, weil 
sonst durch ihren Schnittpunkt mit der ersteren zwei Parallele zur 
zweiten gingen, was dem Grundsatz von den Parallelen widerspricht. 

c) Wenn in einer Ebene zwei Gerade mit einer 

dritten Geraden parallel sind, so sind sie es auch mit- -^ 

einander; denn wenn a\l und wenn b || ?, so können e»_- 

a und b einander nicht schneiden, weil sonst durch 



ihren Schnittpunkt zwei Parallelen zu l gingen, was ^^' ^ 

unmöglich ist. 

§ 5. Einteilung nnd Darstellnngsweise der Geometrie. 

1. In den beiden ersten Teilen dieses Lehrbuches werden nur Figuren 
der Ebene betrachtet; darnach heilst dieser Abschnitt Geometrie der 
Ebene (ebene Geometrie, Planimetrie); der dritte Teil umfafst die Geo- 
metrie des körperlichen Eaumes (Stereometrie). 

Ln ersten Teil werden die geometrischen Gebilde auf ihre Gleich- 
heit und ihren Unterschied untersucht, und es wird deren Abbildung 
ohne Veränderung ihrer Gestalt und Gröfse gelehrt; der zweite Teil 
dagegen wird die Verhältnisse der Gebilde und zusammengesetztere Be- 
ziehungen derselben behandeln, sowie deren Abbildung unter Änderung 
des Mafses. 

2. Die Geometrie bestimmt ihren Stoff durch Erklärungen (Defi- 
nitionen), in welchen von dem Gegenstand der Erklärung soviel ausgesagt 
wird, als zu seiner Bestimmung ausreichend ist. Dazu gehören die Angabe 
des nächst höheren Begriffs, dem der Gegenstand untergeordnet ist, und 
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der wesentlichen Merkmale, durch die er sich von den unter denselben 
höheren Begriff fallenden beigeordneten Gegenständen unterscheidet (vgl. 
§ 3, 1, § 3, 3, § 4, 1). 

3« unter den Sätzen der Geometrie unterscheidet man 1) die so- 
genannten Grundsätze (Axiome), d. s. Behauptungen, welche als all- 
gemein gültig angenommen werden (§ 3,3) und 2) die Lehrsätze 
(Theoreme), d. s. solche Aussagen, deren Giltigkeit durch Zuruckführung 
auf Grundsätze oder auf zuvor bewiesene Lehrsätze bewiesen wird. 

4. Der Lehrsatz besteht a) aus der Annahme oder Voraussetzung 
(Hjpothesis), welche den Gegenstand des Lehrsatzes bestimmt und die 
Bedingungen angiebt, welche erfüllt sein müssen, damit die Aussage richtig 
sei; b) aus der Behauptung (Thesis), welche eine weitere Aussage an 
die gegebenen Bedingungen anknüpft. 

5. Der (unmittelbare, direkte) Beweis des Lehrsatzes geht von der 
Voraussetzung aus und zeigt mit Hilfe von Bewegungen oder durch Hin- 
zufügen weiterer Linien (Hilfslinien), dafs zugleich mit den gegebenen 
Bedingungen auch die Bedingungen anderer vorher als richtig erkannter 
Sätze erfüllt sind, so dafs sich die fragliche Behauptung als eine Aussage 
eines solchen vorhergegangenen Satzes ergiebt. 

6. Die XJmkehrung eines Lehrsatzes besteht darin, dafs in einem 
neuen Lehrsatze die ursprüngliche Annahme und Behauptung ihre Bollen 
vertauscht haben oder auch nur ein Teil der Annahme und die Behauptung. 

Die Umkehrung eines Satzes wird meistens durch das mittelbare 
oder ausschliefsende (indirekte) Beweis verfahren erwiesen. Bei diesem 
werden zuerst alle noch überhaupt denkbaren, der Behauptung wider- 
sprechenden Aussagen aufgeführt; dann wird die Unmöglichkeit der letz- 
teren dadurch gezeigt, dafs nachgewiesen wird, ihre Annahme widerspreche 
einem als richtig erkannten Satz oder der Voraussetzung (§ 4, 4 b u. c). 

Anmerkung. Als Muster einer in dieser Weise streng durchgeführten 
Darstellung der Geometrie gilt auch jetzt noch ein Werk über die Elemente 
der Geometrie (öxot%€uic) des alexandrinischen Mathematikers Eukleides 
(Euclid, 300 V. Chr.). 



Zweites Kapitel. 

Die Strecken auf einer Geraden und die Winkel an einem Funkt. 

6. Die Strecke. 

1. Der zwischen zwei Punkten einer Geraden befindliche Teil 
derselben heilat Strecke; die Punkte heifaen ihre Grenzpunkte; 
jeder der beiden andern Teile der Geraden heifst Verlängerung 
der Strecke. Die Strecke stellt auch dar den Abstand (die Ent- 
fernung) der beiden Punkte von einander. 
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Eine Strecke wird bezeiclinet durch einen mitten an oder auf sie 
gesetzten (kleinen^ lateinischen) Buchstaben oder durch Nebeneinander- 
setzen der an ihren Grenzpunkten stehenden (grofsen) Buchstaben. 

Jeder der Grenzpunkte einer Strecke kann für die sie erzeugende 

Bewegung Anfangspunkt sein; dann heilst der andere Endpunkt. 

Stets wird der Anfangspunkt zuerst angegeben: « 

man unterscheidet also in Bezug auf die Rieh- " ^ 

tung die Strecke AB von der Strecke BÄ. ^^' '^' 

Bildlich läfst sich der Gegensatz der Richtungen durch beigesetzte 
Pfeile andeuten. 

Denkt man sich zwei Strecken einer Geraden in derselben Rich- 
tung durchlaufen (etwa AB und BG in Fig. 9), so nennt man sie 
gleichgerichtet; werden sie in Gegenrichtungen durchlaufen gedacht, 
so heifsen sie gegengerichtet {AB und CB), 

2. Zwei Strecken heifsen gleich (z.B. JjB=J.i5i), ^^ :S 

wenn sie so auf einander gelegt werden können, dafs 

ihre Grenzpunkte einander decken, indem dabei AB ^ ^ 

entweder auf A^B^ oder auf B^A^ fäUt. ^« »• 

Abtragen einer Strecke mit Hilfe eines geradlinig begrenzten Papier- 
streifens, auf welchem beim Anlegen an die Strecke deren Grenzpunkte an- 
gemerkt wurden — oder mit Hilfe eines Mafsstabes — oder mit einem Zirkel. 

3. Zur Messung von Strecken benützt man die gesetzlich 

bestimmte Strecke von 1 Meter. Ein Meter (m) wird eingeteilt in 

10 Decimeter (dm), 100 Centime t er (cm), 1000 Millimeter (mm); 

eine Strecke von 1000 m heifst ein Kilometer (km). 

Als Mafs für die Länge von Strecken hat man ursprünglich die Lange 
gewisser Körperteile angenommen; so deu Fufs (Schuh), ein Glied des Daumens 
(Zoll), die ausgespannte Hand (Spanne), den Arm (Elle), die ausgespannten 
Arme (Klafber), auch die Länge des Schrittes (1000 Schritt = Meile). Da 
die Körperteile an verschiedenen Personen verschiedene Länge haben, können 
sie kein Naturmafs abgeben. Die französische Nationalversammlung hat 
im Jahre 1795 beschlossen, als solches die Länge des 40millionten Teiles 
eines Meridianumfanges der Erde zu bestimmen, und die Messungen ergaben 
hiefür die Länge des jetzt gebräuchlichen Meter. Dieses Grundmafs wurde, 
wie zuvor in andern Ländern, so 1872 auch in Deutschland eingeführt. Ein 
Naturmafs ist es genau genommen nicht, da es etwas zu klein bestimmt ist 
und da selbst die Meridiane untereinander nicht übereinstimmen. 

4. Die Summe zweier Strecken erhält man^ wenn man die 
eine auf der Verlängerung der andern vom örenzpunkt aus abträgt: 

AB-\-BC=AC __f ^ ^ 

oder V 21^^ ?> 

^ ' pig. ». 

Entsprechend kann auch die Summe von mehreren Strecken ge- 
bildet werden; die Reihenfolge des Abtragens ist dabei willkürlich. 

5. Durch einen Punkt wird eine Strecke in zwei, durch mehrere 
Punkte in mehrere Teilstrecken geteilt, deren Summe gleich der 
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ursprüngKchen Strecke ist. So ist (Fig. 9) ÄG durch B in die Teil- 
strecken AB und BC zerlegt. 

Eine Strecke AB heiJDst kleiner als eine andere AC, wenn sie 
nur einem Teil der letzteren gleich ist; die letztere heifst gröfser 
als erstere (in Zeichen: AB<iAC oder AC>AB), 

Wird von zwei ungleichen Strecken die kleinere auf der gröfseren 
von einem örenzpunkt aus abgetragen, so dafs sie einen Teil der 
gröfseren deckt, so heifst der nicht gedeckte Teil der Unterschied 
(die Differenz) beider: 

AG-BG= AB, ebenso: AG — AB^ BG, 

oder s — r = q, „ s — q = r. 

Um eine Strecke zu halbieren, kann man eine Strecke, welche nach dem 
Augenmafs ungefähr gleich der Hälfte der gegebenen Strecke ist, von beiden 
Grenzpunkten aus einwärts abtragen und dann mit der in der Mitte gebil- 
deten Strecke ebenso verfahren oder schliefslich diese nach dem Augenmafs 
halbieren. 

6« Wird eine der beiden Eichtungen einer Geraden als positiv 
bezeichnet, so ist die Gegenrichtung negativ zu nehmen, und ebenso die 
in dem bezüglichen Sinn durchlaufenen Strecken, d. h.: 

-{- BA= — AB, also: AB -{- BA = 0. 

Hiernach gilt für die Abstände irgend dreier Punkte A, B, C einer Ge- 
raden (Fig. 10) die Gleichung: 

AB + BG = AG, 

wobei es einerlei ist, in welcher Eeihenfolge die Punkte liegen; denn die 
linke Seite der Gleichung bedeutet stets eine Bewegung von A bis B 
und von da weiter bis (7, so dafs man schliefslich von A nach G ge- 
konmien ist, wie dies die rechte Seite fordert. 



A. € 



Aus der Gleichung: 



Fig. 10. 

AB-\-BG = AG 



folgen noch die weiteren: 

AG — BC=AB', AC — AB = BG-, 
AB-\-BG+GA = 0, 

7. Wie Strecken, so können auch ganze Punktreihen auf einander 

gelegt werden. ^ :b e 

a) Kann dies so geschehen, dafs je ein *^ . ■ — 

Punkt der einen Eeihe auf einen der andern -4r -^z ^ 

Fiff 11 

Eeihe fällt (diesen deckt), so heifsen die 

Punktreihen deckungs fähig (kongruent, ^). Werden die hierbei zur 
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Deckung kommenden Punkte, Eichtungen, Strecken „entsprechende" ge- 
nannt, so gilt also: 

Entsprechende Strecken decJeimgsfähiger Purüdreihen sind gleichgrofs. 

b) Kommen zwei deckungsföhige Punktreihen auf dieselbe Gerade zu 
liegen, aber so, dafs sie einander nicht wirklich decken, so sind zwei 
Falle möglich. 

a) Die Punktreihen sind gleichgerichtet. Fallen hierbei ent- 
sprechende Punkte, wie Ä und Ä^ oder JB und JB^y nicht zusammen 
(Fig. 12), so folgt aus 

dafs auch: —^ ' — 2 IS 

AB + BA^ = BA^ + A^B^ ^^ ^l 

oder: AA^ = BB^ 

sein mufs, d. h.: 

Liegen decJctmgsfähige Pmiktrethen gleichgerichtet cmf emer Geraden, 
so sind die von entsprechenden Pu/nktpaaren hegrenden Strecken gleichgrofs. 

ß) Die Punktreihen sind gegengerichtet. Ist dann M die Mitte 
zwischen irgend zwei entsprechen- 

den Punkten A und A^^ (Fig. 13), ^^^- . . . — 

so folgt aus: ^^' ^' ^^ 

° , Flg. IS. 

AB = B^A^, 
dafs auch: MA -f AB = B^A^ -f A^M 

oder MB = B^M 

sein mufs, d. h.: 

Liegen dechmgsfahige Punktreihen gegengeriditet cmf emer Geraden, so 
ist die Mitte zwischen irgend zwei entsprechenden Fu/nkten auch die Mitte 
aller iibrigen entsprechenden Punktpaare, Dieser Mittelpunkt entspricht sich 
selbst in beiden Punktreihen, 

§ 7. Der Winkel. 

!• a) Die Ebene wird durch zwei Halbstrahlen eines Punktes in 
zwei Teile zerlegt: jeder solche Teil der Ebene heifst ein Winkel; 
die beiden Halbstrahlen heifsen seine Schenkel, deren gemeinsamer 
Strahlpunkt sein Scheitel. Die Begrenzung des Ebenenteils zwischen 
beiden Schenkeln ist willkürlich und bleibt aufeer Betracht: der 
Winkel wird als offenes Stück der Ebene gedacht. 

Ein Winkel kann aufgefafst werden als 
durch Drehung eines Halbstrahles entstanden. ^nt 

Die Bezeichnung: des Winkels cre- z .<«iJ^^Ä 

schiebt (Fig. 14) durch Angabe seines Schei- ...i^^iil^Bii^^ 

tels, oder durch einen zwischen seine Schenkel - ./t^wlllllillllllllli 

."' et "^ 

gesetzten Buchstaben, oder durch Angabe 

seiner Schenkel, oder durch Angabe von '' ^ig. 14. 
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Schenkeln und Scheitel (also ^ 0, ^cc, ^ab, ^ ÄOB)] im letzten 

Fall muTs der Buchstabe am Scheitel stets an mittlerer Stelle 

genannt werden. 

Nur die zweite dieser vier Bezeichnungsweisen (*^a) läfst erkennen, 
welcher der beiden Winkel gemeint^ ist, die einander zur Ebene ergänzen. 
Wenn nicht ausdrücklich anders bestimmt wird, soll künftig nur derjenige 
Teil der Ebene, der die Gegenstrahlen der Schenkel OA und OB nicht ent- 
hält, als „Winkel der beiden Halbstrahlen" gemeint sein. 

b) Die einen Winkel erzeugende Drehung kann von jedem der 

beiden Schenkel aus beginnen. Stets wird die Anfangslage zuerst 

genannt: man unterscheidet also in Bezug auf den Drehungssinn 

^ah von -^6a, oder ^ÄOB von ^BOA 

Beispiel: Vorrichten und Zurückrichten eines Uhrzeigers. 
Der Drehungssinn läfst sich durch einen beigesetzten Bogen mit Pfeil- 
spitze andeuten. 

Denkt man sich (Fig. 15) zwei Winkel 
einer Ebene in demselben Drehungssinn 
beschrieben, so nennt man sie gleich- 
wendig (z. B. ^ ah und «161)5 werden 
sie im entgegengesetzten Drehungssinn be- 
schrieben gedacht, so heilsen sie gegen- 
wendig (z. B. ^ai und 0^62)- 

2. Zwei Winkel heilsen gleich, wenn sie von demselben Punkt 
und Halbstrahl aus nach einerlei Seite des letzteren angetragen ein- 
ander vollständig decken, indem auch ihre zweiten Schenkel zusammen- 
faUen, z. B. (Fig. 14 und Fig. 14a): 

^«1 = «; <^ai6i = a6, ^Ä^O^B^^ÄOB. 

Zum Übertragen von Winkeln kann ein Papier in 
Form des Winkels geschnitten werden — oder es wird 
ein Blatt mit einem Strahl auf den einen Schenkel 
gelegt und die Lage des andern Schenkels an einer 
zweiten Grenzlinie angemerkt. — Beim Winkelmesser 0/ 
ist letztere Linie {Kreis) so geteilt, dafs den einzelnen 
Teilen gleiche Winkel entsprechen. 

3, Die Summe zweier Winkel erhält man, wenn man den 
einen an den andern so anträgt, dafs sie den Scheitel und einen 
Schenkel gemeinsam haben. Entsprechend entsteht durch weiteres 
Winkelantragen die Summe mehrerer Winkel. 

4« Ein Halbstrahl durch den Scheitel und durch 
die Flache eines Winkels zerlegt ihn in zwei, mehrere 
solche Halbstrahlen zerlegen ihn in mehrere Teil- 
winkel, deren Summe gleich dem ursprünglichen 
Winkel ist. So ist ^ac durch 6 in die zwei Teil- ^^ ^^ 

Winkel ^ab und ^bc zerlegt (oder ^ ÄOC durch 
OB in ÄOB und BOG). 

Ein Winkel heilst kleiner als ein anderer, wenn ersterer ^ur 
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Fig. 17. 



einem Teil des letzteren gleich ist; der letztere heilst gröfser als 
der erstere. So ist (Fig. 16) 

^ ab < ac oder ^ac > ah. 

Wird von zwei ungleichen Winkeln der kleinere in den gröfseren 
an demselben Scheitel so eingetragen, dafs ein Schenkel gemeinsam 
wird und dafs der kleinere einen Teil des gröfseren deckt, so heilst 
der nicht gedeckte Teil der Unterschied (die Differenz) beider: 

^ac — hc = ah. 

Die Halbierung eines Winkels nach dem Augenmafs wird erleichtert 
durch vorheriges Abtragen gleicher Winkel von den Schenkeln des gegebenen 
aus einwärts. 

5. a) Wenn bei einem (oder bei der Summe 
mehrerer) Winkel der letzte Schenkel mit dem ersten 
zusammenfällt, so ist dies ein voller Winkel; der- 
selbe entspricht einer vollen Drehung (§ 3, 4) und 
umfafst die ganze Ebene, z. B. (Fig. 17): 

b) Wenn bei einem (oder bei der Summe mehrerer) Winkel der 
letzte Schenkel der Gegenstrahl des ersteren 

ist, so ist dies ein gestreckter Winkel; 
derselbe entspricht der Hälfte einer vollen 
Drehung und enthält eine Halbebene; er ist 
die Hälfte des voUen Winkels, z. B. (Fig. 18): 

^x + y + 0. 

Alle vollen Winkel sind einander gleich, ebenso alle gestreckten 
Winkel; denn alle Geraden können zur Deckung gebracht werden. 

c) Der vierte Teil des vollen oder die Hälfte des gestreckten 
Winkels heilst ein rechter Winkel (z. B. ^ÄOC= COB = E)] die 
Schenkel eines rechten Winkels heifsen senkrecht ^ - 
(normal) zu einander, was man folgendermafsen 
bezeichnet: 

OC±OÄ oder: OÄ±OC. 

ÄUe rechten Winkel sind einander gleich 
als Hälften gleicher Winkel. 

d) Für die Messung der Winkel ist der 
Vollwinkel (= 4i2) das natürliche Mafs. Er wird gewöhnlich in 
360 gleiche Teile, Grade (^), eingeteilt, so dafe der gestreckte 
Winkel (= 2JB) 180^ und der rechte Winkel 90^ enthält. Der Grad 
wird in 60 Minuten ('), die Minute in 60 Sekunden (") eingeteilt. 

Der Vollwinkel wurde schon von den Babyloniem in 360 Grade ein- 
geteilt, da sie meinten, die Sonne beschreibe in 360 Tagen einen vollen 
Umlauf am Sternhimmel, so dafs also ein Grad dem scheinbaren Fortschreiten 
(gradus) der Sonne während eines Tages entspräche. Die Babylonier bedienten 




Pig. 18. 



ff 

Fig. 19. 
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sich auch eines sechzigteiligen Zahlensystems, indem sie je 60 Einheiten zu 
einer Einheit höheren Ranges vereinten, und wohl sie schon haben, wie 
später allgemein die griechischen Astronomen und die des Mittelalters, mit 
sechzigteiligen Brüchen (Sexagesimalbrüchen) gerechnet. So wurden denn 
auch vielfach bis auf die neueste Zeit die Mafse in 60 oder 60 : 5 = 12 
gleiche Teile zur Bestimmung kleinerer Mafse zerlegt; der Grad wurde in 60' 
= Minuten (partes minutae primae), die Minute in 60" = Sekunden (p. 
min. secundae) geteilt. Erst bei der Einführung der Zehnteilung der 
Längenmafse (§ 6, 3) hat man auch den rechten Winkel in 100 Grade, den 
Grad in 100 Minuten geteilt. Dies gewährt für Bruchteile von Graden einen 
Vorteil in der Rechnung; die alte, noch immer viel gebrauchte Einteilung 
hat dagegen den Vorzug, dafs eine gröfsere Anzahl von Teilen des Vollwinkels 
in ganzen Graden ausgedrückt werden kann. 

e) Die StraMen (z. B. q und g^), welche von einem Punkt einer 
Geraden aus beiderseits von ihr und senkrecht zu ihr errichtet werden, 
bilden die Schenkel eines aus 211 zusammengesetzten, 
d. h. eines gestreckten Winkels, also bilden sie eine 
einzige Gerade. Hieraus folgt: 

In einem PunM einer Geraden gieht es m dieser 
nw eine Senkrechte (in der Ebene). 

Zwei zu einander Senkrechte (oder rechte Winkel) 
werden z. B. erhalten, wenn man ein Papier falzt oder 
geradlinig schneidet, dann zwei Funkte der Geraden zur 
Deckung bringt und das Papier nochmals falzt. 

Zum Zeichnen von Senkrechten zu einer Ge- 
raden (oder zum Antragen von rechten Winkeln) bedient 
man stbh eines sog. Winkelscheites. — Prüfung des 
Winkelscheites durch Anlegen an die beiden Gegenstrahlen 
eines Punktes. 

f) Ein Winkel, der kleiner als 2JB, heilst hohl 
(konkav); einer, der grösser als 2JB, heifst erhaben (konvex). 

Ein Winkel, der kleiner als IJB, heifst ein spitzer; einer, dessen 
Grösse zwischen IB und 2U liegt, heifst ein stumpfer Winkel; 
beide Arten heifsen auch schiefe Winkel (im Gegensatz zum Rechten). 

6, Durch zwei einander schneidende Gerade werden vier Winkel 
gebildet; für Paare derselben hat man besondere Namen. 

a) Nebenwinkel nennt man zwei Winkel, 
welche einen Schenkel gemeinsam haben, während 
die beiden andern Schenkel eine Gerade bilden, z. B. 

^ÄOB und ^BOC. 

Die Summe zweier solchen bildet stets einen ge- 
streckten Winkel; somit gilt der Satz: 

Die Summe zweier Nehemvinkel ist 
gleich 2JB. 

Zusatz. Wenn (Fig. 23) a und ß je die 
Hälften zweier Nebenwinkel sind, so ist. 

2a + 2/3 = 2JS, also: a + /3 = i2, d.h. ng. 33. 




Fig. 21. 
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Fig. 22. 
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Die Halbierenden zweier NebentoinJcel sind m einander senhrecht 
b) Scheitelwinkel nennt man zwei Winkel, bei welchen die 

Schenkel des einen die Gegenstrahlen der Schenkel 

des andern sind. z. B. 




<^ a und y, ebenso: -=^ j3 und 8. 

Solche zwei Winkel werden gleichzeitig durch die- ^* 

selbe Drehung einer Geraden erzeugt; somit gilt der Satz: 

Sehesttelurinkel sind einander gleich. 

Dies folgt auch daraus, dafs zwei solche Winkel durch einen gemein- 
samen Nebenwinkel zu 2jB ergänzt werden, also z. B.: 

somit 

^a = y. 

Anmerkung. Unter Winkel zweier Geraden kann man i. a. jeden 
der vier Winkel verstehen, welche die von ihrem Schnittpunkt ausgehenden 
Strahlen mit einander bilden. Diese Winkel sind teils 
einander gleich, teils ergänzen sie einander zu 2i2. Da- 
gegen ist, unter der in 1) gegebenen 'Einschränkung, 
der Winkel zweier Richtungen, d. h. der Winkel 
ihrer bezüglichen Strahlen vollständig bestimmt. So ^ 
ist z. B. in Fig. 25 der Winkel der beiden durch Pfeile 
angedeuteten Richtungen der Winkel AOB. 

?• Wird die Drehung einer Geraden in dem -pjg 25. 

einen Drehungssinn (§ 3, s) als positiv bezeichnet, 
so ist die im Gegensinn als negativ zu nehmen, und ebenso die je in 
diesem Drehungssinn beschriebenen Winkel, d. h. (Fig. 26): 

+ &a = — a6, also: -^ a6 -j- 6a = 0. 

Hiemach gilt für die Winkel irgend dreier Strahlen a, 6, c eines Punktes 
(Fig. 26) die Gleichung: 

^ a& + hc= ac^ 

wobei es einerlei ist, in welcher Reihenfolge die Strahlen liegen; denn die 
linke Seite der Gleichung bedeutet stets eine Drehung von a bis h und 
von da bis c, so dafs man von a aus schliefslich nach c gekommen ist. 







Fig. 26. 

Aus der Gleichung: 

^ ah -{- hc = ac 
folgen noch die weiteren: 
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^ac — hc = ab; ^ac — ah = 6c; 
^ ah -\' hc -\- ca = . 

Anmerkung. Man kann die Bedingung stellen, dafs alle vorkommenden 
Winkel als gleichwendige aufzufassen sind, so dafs also auch Winkel in 
Betracht kommen können, die grölser sind als 2i2 (z. B. 
'^hc in Fig. 27). Dann sind die vorstehenden Glei- 
chungen nicht unbedingt richtig, indem die linke und 
rechte Seite sich noch um volle Drehungen oder Voll- 
winkel unterscheiden können; solche volle Drehungen 
ändern aber die schHefsliche Lage und Richtung der 
Strahlen nicht. 

8« Wie Winkel, so können auch ganze Strahlenbüschel mit ihren 
Scheiteln auf einander gelegt werden. 

a) Kann dies so geschehen, dafs je ein Strahl des einen Büschels 
mit einem des andern Büschels zusammenfällt (diesen deckt, Fig. 28), so 
heifsen die Büschel deckungsfähig. Auch hier (wie § 6, 7 a) heifsen die 
zur Deckung kommenden Strahlen und Winkel, sowie die Drehungssinne 
der letzteren „entsprechend". Demnach gilt: 

Entspredhende Wmkel dechwngsfähigerStrählenMsc^el sind einander gleich. 




Flg. 27. 





Fig. 88. 



a. 



Fig. 29. 



/»• 



b) Haben zwei übereinstimmende Strahlenbüschel den Scheitelpunkt 
gemeinsam, so sind zwei Fälle möglich. 

a) Die Strahlenbüschel sind gleichwendig. Fallen hierbei ent- 
sprechende Strahlen, wie a und a^ oder h und h^ nicht zusammen (Fig. 29 a), 
so folgt ganz wie oben S. 10 (§ 6, 7): 

Liegen dechmgsfäJiige Strahlenhüschel gleichwendig a/n demselhen Scheitel, 
so sind die Winkel zwischen entsprechenden StroMenpaaren einander gleich, 

ß) Die Strahlenbüschel sind gegenwendig. Ist dann m die Winkel- 
halbierende zweier entsprechender Strahlen a und a^ (Fig. 29 j5), so folgt 
wieder wie oben S. 10 (§ 6, 7): 

Liegen dechmgsfäMge StroMenbüschet gegenwendig an demselhen Scheitel, 
so ist die Win^eUialhierende zweier entsprechenden Strahlen a/uch Winkel- 
halbierende aller andern entsprechenden StraMenpaare; diese Winkelhalbierende 
entspricht sich selbst in beiden BüscheHn. 
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§ 8. Benennung der Figuren und ihrer Strecken und Winkel. 

1. Eine Vereinigung von Punkten und Linien in der Ebene bildet 
eine ebene Figur (§ 1, 3). Sind deren Linien alle gerade, so heilst 
sie geradlinig, andernfalls krummlinig oder gemischtlinig. 



2, Drei Punkte, die durch drei 
Gerade verbunden sind, bilden ein 
Dreieck. 



2'. Drei Gerade, die sich in 
drei Punkten schneiden, bilden ein 
Dreiseit. 



Die Punkte heifsen Ecken, die Geraden Seiten des Dreiecks 
oder Dreiseits. Wird von einer Seite als Gröfse gesprochen, so ist 
die Strecke zwischen zwei Ecken gemeint. Der Winkel zwischen zwei 
solchen Strecken heifst Winkel (auch Innenwinkel) des Dreiecks 
oder Dreiseits; die Winkel und die Seiten zusammen heifsen seine 
Stücke. 

Jedem Eck oder Winkel liegt eine Seite gegenüber, dessen 
Gegenseite; jeder Seite liegt ein Eck und ein Winkel gegenüber, 
dessen Gegeneck und Gegenwinkel. 

„Dreieck" und „Dreiseit" wird oft kurz durch A bezeichnet. 

3. a) Wenn ein Punkt die Verbindungsstrecken mehrerer Punkte 
der Beihe nach durchläuft, so entsteht ein Geradenzug (z. B. 12345... 
in Fig. 30). Wird der Geradenzug bis 
zum Ausgangspunkt fortgesetzt, ohne 
dafe die Strecken einander durchschneiden, 
so entsteht ein Vieleck (Fig. 31), im 
besonderen ein Viereck (Fig. 32, 34), 
ein Fünfeck (Fig. 31), Sechseck u. s. w. 
Das Vieleck begrenzt einen Teil der Ebene ringsum; der umgrenzte 
Teil heifst das Innere (die Fläche) des Vielecks. 



B C 




Flg. 80. 



Fig. 81. 




A 






Fig. 83. 



Fig. 84. 



Die Punkte heifsen seine Ecken, die Verbindungsstrecken je 
zweier aufeinander folgenden Ecken seine Seiten, die Summe der 
Seiten sein Umfang, die Verbindungsgeraden zweier nicht aufeinander 
folgenden Ecken seine Eckenlinien oder Diagonalen. 

In einem Viereck oder in einem Vieleck mit gerader Eckenzahl 
liegt jedem Eck ein Gegen eck gegenüber, ebenso jeder Seite ihre 
Gegenseite, jedem Winkel sein Gegenwinkel. 

b) Ein Viereck heifst Parallelogramm, wenn zweimal zwei 
Gegenseiten parallel sind (Fig. 33). — Ein Viereck heifst Trapez, 
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wenn nur einmal zwei Gegenseiten parallel sind (Fig. 34); die beiden 
andern Seiten heissen seine Schenkel. 

Anmerkung. Wenn von je drei aufeinander folgenden Seiten eines 
Vielecks die erste und dritte einerseits der Geraden liegen, welche durch 
die zweite Seite bestimmt ist, so sind die Winkel des Vielecks hohle 
(§7, 6 f.); dieses heilst dann hohlwinkeliges oder gewöhnliches 
Vieleck (Fig. 35a), Sind nicht alle Winkel hohl, so besitzt das Vieleck 
ein oder mehrere einspringende Ecken (Fig. 35b). — Als Vieleck gilt 
auch ein geschlossener Geradenzug, dessen Seitenstrecken einander schneiden; 
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ein solches Vieleck heilst ein überschlagenes Vieleck (Stemvieleck, 
Drudenfufs). Als Beispiel sind in Fig. 35 die verschiedenen möglichen 
Gestalten eines Fünfecks dargestellt. 

4, Zur Vergleichung zweier Figuren legt man diese oder Teile 
von ihnen auf einander; kommen sie hierbei vollständig zur Deckung, 
so heifsen sie deckungsfähig oder kongruent, ^; die Teile, welche 
zur Deckung kommen, heifsen einander entsprechend. 

Die Erkenntnis, daJs zwei Figuren deckungsfähig sind, wird ent- 
weder dadurch erzielt, dafs man sie durch eine Bewegung der einen 
Figur thatsächlich zur Deckung bringt, oder dafs man sich die en1>- 
sprechende Bewegung ausgeführt denkt und die Möglichkeit nachweist, 
die Figuren zur Deckung zu bringen. 

Im folgenden Abschnitt werden die diesem Zweck dienenden Be- 
wegungsarten an geradlinigen Figuren behandelt. 

5, Aus der gegenseitigen Bestimmung der Lage von Punkten 
und Geraden (§ 3, l) ergeben sich für die Deckung dieser Grund- 
gebilde die folgenden Sätze: 

In deckwngsfähigm Figwren 



a) liegen entsprechende Punkte 
auf entsprechenden Oeraden; 

b) entspricht der Verbindmtgs- 
geraden (Sirecke) zweier Punkte die 
Verbindungsgerade (Strecke) der ent- 
sprechenden Punkte, 



a') gehen entsprechende Gerade 
durch entsprechende Punkte; 

b') entspricht dem Schnittpunkt 
(Winkel) zweier Geraden der Schnitt- 
punkt (Winkel) der entsprechenden 
Geraden. 



Henrici o. Treutlein, Lebxb. d. Slem.-G^eometrie. t. 8. Aufl. 



IL Abschnitt. 
Strecken und Winkel geradliniger Figuren. 



Drittes Kapitel. 

Die Umdrehimg. 
Vergleiohung von Strecken und von Winkeln einer geradlinigen Figur. 

§ 9. Fignren mit einem Mittelpunkt. 

1. Eine solche Bewegung einer ebenen Figur, bei der ein Punkt M 
fest bleibt, während ein Strahl dieses Punktes in der Ebene eine Um- 
drehung (§ 3, 4) macht, nennt man die Umdrehung der Figur um 
den Drehpunkt M, 

2. Ein Strahl a (Fig. 36) kommt durch eine Umdrehung zur 
Deckung mit seinem Gegenstrahl o^. Wird mit a zugleich ein ^ ah 
umgedreht, so erhält dieser die neue Lage a^ \ , wobei also ^a^\^ah ist. 





Fig. S6. 

Der zweite Schenkel h kommt auf seinen Gegenstrahl 6^ zu liegen; 
denn es ist -^ b\ = feai + ^i^i; ^^^ ^* di^-ii ^^ öt^fei auch ab setzen 
kann, so folgt: «^ b\ = a6 -|- ba^ = aa^ = 2jB, d. h. b und b^ bilden 
eine Gerade. 

Ebenso decken weitere Halbstrahlen c, d nach der Umdrehung 
ihre Gegenstrahlen c^y d^\ 

Durch die Umdrehtmg um einen Fwnkt kommt jeder RaJbstraM 
des Pufüctes auf seinen Gegenstrahl, 
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3. Ein Punkt A auf a kommt durch die Umdrehung nacli A^ 
auf Ol, die Strecke MA auf MA^j somit ist MA^ = MAy ebenso 
MB^ = MB, MO^ = MC u. s. w. 

Durch die Umdrehung kommt jeder Piß/nkt eines Strahles des Dreh- 
Punktes auf den Gegenstrahl in gleichem Abstand vom Drehpu/nkt, 

Die Verbindungsgerade AB kommt in die Lage A^B^ (§ 8, e). 
Die Figur ABCD • • • erhält dadurch die neue Lage A^B^C^D^ • • • . 

4. a) Zwei Figuren heissen gegengesetzt oder diametral*) in 
Bezug auf einen Punkt (Mittelpunkt)^ wenn ihre Punkte paarweise 
auf Halbstrahl und Gegenstrahl dieses Punktes in gleichem Abstand 
von ihm liegen. Das Zeichen für diese Lage ist |/|, z. B. (Fig. 36) 
ABGDy[A^B^C^D^, 

b) Zwei solche Figuren bilden zusammen eine Figur mit 
einem Mittelpunkt oder eine centrische (centrisch- symmetrische) 
Figur. 

5. Da durch die Umdrehung einer Figur um den Mittelpunkt 
jeder einzelne Punkt gerade die gegengesetzte Lage erreicht, so folgt 
für die Figur im ganzen: 

a) Figuren^ die in Bemg auf einen Mittelpunkt gegengesetet liegen, 
sind deckungsfähig. 

b) Durch die Umdrehung einer Figur um einen Punkt erhalt sie^ 
die gegengesetzte Lage in Bezug auf diesen Punkt als Mittelpunkt. 

§ 10. Parallellage zweier Oeraden mit einem Mittelpunkt. 

1. Es sei (Fig. 37) die Gerade ^ H ^^ zu Jf als Mittelpunkt, 
und es treffe ein Strahl hh^ des Drehpunktes die beiden Geraden 
g und g^ in zwei Punkten B und jB^; dann kommt durch die Umdrehung 
g auf g^ , femer der Halbstrahl 6 auf \ ; 

somit kommt auch der Schnittpunkt x "^J p — 

B auf JBij d. h. es ist nun auch B^ ]/[ B. ^^Jm 

Jeder Strahl des Mittdjmnktes ^ -^--^--<^ 

trifft gegengesetzte Gerade (Linien) in J^-^ ^ BS " ^ 

gegengesetzten Punkten. "^ ^ 

2. Würden die Geraden g]/lgi ^^' ^^' 

einander in einem Punkt (XY^) schneiden, so müfste der Strahl c 
von M nach diesem gemeinsamen Punkt auch den gegengesetzten 
Punkt (rZj) auf beiden Geraden zugleich treffen; d. h. die Geraden 
müfsten zwei Schnittpunkte haben; dies ist aber unmöglich (§ 3, l); 
also können die Geraden AB und A^B^ keinen Schnittpunkt haben, d. h. : 

Zwei gegengesetzte Gerade sind parallel, 
und zwar sind solche Halbstrahlen auch gegengerichtet (§ 3, 3). 

*) Von duifiBtf^g Durchmesser. 
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3. Wenn AM= MÄ^ und ÄX \\ Ä^X^, so mufs auch AX^Ä^^X^ 
zu M als Mittelpunkt sein; denn die zu J.X gegengesetzte Gerade 
mufs durch A^ gehen und parallel zu AX sein (2), also auf A^X^^ 
fallen, da hierdurch ihre Lage eindeutig bestimmt ist (§ 3, 3). Also: 

Zwei parallele Geraden liegen gegengesetgt zum Mittelpunkt der 
Verbindungsstrecke zweier ihrer Funkte, 

§ 11. Winkel zweier Parallelen mit einer dritten Geraden. 

1. Werden zwei Gerade von einer dritten geschnitten, so ent- 
stehen an jedem Schnittpunkt der letzteren vier Winkel. Wir denken 
uns diese stets durch Drehung von der dritten 
Geraden aus entstanden; wir benennen dem- 
nach je zwei dieser Winkel als gleich- jg jf d^ A 

wendige (z. B. <^ a und a^y oder a und y^ 
und als gegenwendige (z. B. ^ a und /J^, 
oder a und 8^. 

2. Für solche Winkelpaare folgen aus Ar— — i^'^? ^^ 

§ 7, 6 a und b die Sätze: 

a) Wenn an den beiden Schnittpunkten 
zweier Geralden mit einer dritten einmal zwei 
gleichwendige Winkel gleich grofs sind, so sind je zwei gleichwendige Winkel 
einander gleich (und die Summe zweier gegenwendigen Winkel beträgt 2B). 

Ist z. B. cc = yi, so folgt, da y^ = a^ ist, daJfe auch a = cc^, 

b) Wenn an den beiden Schnittpunkten zweier Geraden mit einer 
dritten die Summe zweier gegenwendigen Winkel 2B beträgt, so sind 
je zwei gleichwendige Winkel einander gleich. 

Ist z. B. « + /?! = 2iJ, so folgt, da auch a^ -|- /S^ == 2B ist, 
dafs a = cc^, 

3. Wenn nun beim Durchschneiden zweier Geraden durch eine 
dritte entweder zwei gleichwendige Winkel einander gleich, oder wenn 
die Summe zweier gegenwendigen Winkel 2R ist, so können die auf 
den Gegenseiten der dritten Geraaen liegenden gleichwendigen Winkel 
(z. B. <^ a und a^) durch die Umdrehung um die Mitte M ihrer 
Scheitelstrecke zur Deckung gebracht werden; daher liegen die beiden 
Geraden gegengesetzt, sind also parallel (§ 10, 2); d. h.: 

a) Wenn beim Durchschneiden zweier Geraden durch 
eine dritte zwei gleichwendige Winkel einander gleich sind, 
so sind jene beiden Geraden parallel, 

und ebenso: 

b) Wenn beim Durchschneiden zweier Geraden dwrch eine dritte die 
Summe zweier gegenwendigen Winkel 22J beträgt, so sind jene beiden 
Geraden parallel. 

Man benützt den Satz 3a zum Zeichnen von Parallelen, indem man 
(Fig. 39) an die erste Gerade l das Winkelscheit anlegt, an eine zweite Seite 
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Fig. 89. 



des letzteren ein Lineal, dann dieses festhält und das Winkelscheit daran ver- 
schiebt, bis die erste Seite des Winkelscheits an dem Punkt P anliegt, durch 
welchen die Parallele zu l gezogen werden soll. 

4. Umgekehrt läfet sich behaupten: 
An den Schnittpunkten zweier JPa- 
roUlelen mit einer dritten Geraden 
sind zwei gleichwendige Winkel gleich- 
grofs, und die Su/mme zweier gegen- 
wendigen Winkel betrügt 2B; 
denn (Fig. 38) die parallelen Strahlen OÄ und 

Oj^Äi liegen gegengesetzt in Bezug auf die Mitte M der Scheitel- 
strecke (§ 10, 3), so dafs je zwei auf den Gegenseiten liegende 
gleichwendige Winkel (z. B. <^ cc und cc^) nach der Umdrehung 
einander decken. 

6. Im besonderen Fall, wenn der Winkel zwischen einer der 
beiden Geraden und der dritten ein rechter ist, folgt aus 4: 

a) Wenn von zwei Parallelen die eine senkrecht zu einer Geraden 
ist, so ist es auch die andere. 

Aus 3 a folgt: 

b) AUe zu einer Geraden senkrechten Geraden 
(einer Ebene) sind parallel. 

Hiervon macht man Anwendung zum Zeichnen 
von Parallelen (Fig. 40). 

Weil also die Senkrechten zu einer Geraden 

keinen Punkt gemeinsam haben können, so ergiebt 

sich der Satz: 

c) Durch einen Funkt aufser einer Geraden giebt es 
zu dieser Geraden ntt/r eine Senkrechte. 




Fig. 40. 
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z^^^z 



§ 12. Strecken und Winkel bei mehreren Parallelen. 

1. a) Werden zwei Parallele von zwei andern Parallelen ge- 
schnitten, so werden zweimal zwei parallele Strecken begrenzt; 
bei der Umdrehung der ganzen Figur um die 
Mitte M zweier gegenüberliegenden Schnitt- 
punkte Ä und Ä^ vertauschen die Parallel- 
strecken ÄX und Ä^Y ihre Lage (§ 10, 3), 
somit ist ÄX = Aj^T'j dies heifst: 

JParaUele Verhindungsstrecken i^wi- 
sehen Parallelen sind gleichgrofs. [Vgl. § 36, 2 b.] 

b) Umgekehrt: Wenn zwei Strecken parallel und gleichgrofs sind, 
etwa (Fig. 41) 

AX\\A^Y und AX=A^Y, 

so kann man sie als gegengerichtet auffassen von ihren Anfangs- 
punkten A und A^ aus; vm-d dann um die Mitte M der Strecke 



Fig. 41. 
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ÄA^ umgedreht, so vertauschen zunächst die Strahlen AX und A^Y 
ihre Lage, also auch wegen der Gleichheit der Strecken deren End- 
punkte X und F; somit liegen auch die Geraden A Y und A^X gegen- 
gesetzt, sind also (§ 10, 2) parallel. So findet sich der Satz: 

Zwei gleiche tmd pa/rällele Strecken sind Verbimhmgsstrecken 
paraMder Geraden (vgl. § 36, 3 a). 

3. Im besonderen Fall, wenn das eine Paar von Parallelen auf 
dem andern senkrecht steht, folgt aus la: 

a) Senkrechte Strecken sswischen 0wei Parallelen sind gleichgrofs, — 
die Groise der senkrechten Strecke heifst Abstand der beiden Parallelen; 
und aus 1 b folgt: 

b) AUe Punkte, deren Senkrechten m einer Geraden gleichgrofs 
sind, liegen auf dem Paa/r von ParaUden, welche beiderseits der Ge- 
raden denselben Abstand haben. 

3. a) Beim Durchschneiden zweier parallelen Geraden durch zwei 
andere sind die Schenkel gleichwendiger Winkel entweder selbst 
gegengerichtet (wie bei ^ab und a^^b^) oder die Schenkel 
des einen sind gegengerichtet zu den Schenkeln des 
Scheitelwinkels des andern (wie bei ^ ab und «262)? 
jedenfalls werden sich aber nach der Umdrehung um 
die Mitte M ihrer Scheitelstrecke die gegengerichteten 
Strahlen decken (§ 10, 3). Hieraus folgt: 

Bei zwei Paa/ren von Pa/raMelen sind zwei gleich- 
wendige Winkel gleich grofs, zwei gegenwendige WinJcd er- ' mg. 42. 
ganzen einander zu 2R, (Vgl. § 36, 2 b.) 

b) Umgekehrt: wenn gleichwendige Winkel ab und a^b^ (Fig. 42) 
gleich grols und wenn deren erste Schenkel a und a^ gegengerichtet 
sind, so wird durch die Umdrehung um die Mitte M der Scheitelstrecke 
zunächst das gegengerichtete Schenkelpaar aa^ 
zur Deckung gelangen, und dann wegen der 
Gleichheit der Winkel auch das zweite Schenkel- 
paar bb^j so dass auch dieses aus gegengesetzten, 
also (§ 10, 2) aus parallelen Strahlen gebildet 
ist. Hieraus folgt: 

Wenn von zwei gleichwendigen gleichen Winkeln 
die ersten Schenkel paraMel sind, so sind es auch 
die zweiten Schenkel. 





SR 



4. a) Werden (Fig. 43) zwei ParalMe durch ixt-. 

einen Strahlenbüschel geschnitten, dessen Scheitel y"""^ \\ ^jk"^ 
auf der Mitte des Abstandes der beiden Parallelen ^/ \^ JT 

liegt, so entstehen (§ 10, l) auf diesen zwei / » 

deckungsfähige gegengerichtete Punktreihen. Fig. 44 
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b) Umgekehrt: werden zwei deckungsfähige Punktreihen parallel und 
gegengerichtet gelegt, so liegen sie gegengesetzt in Bezug auf die Mitte 
der Verbindungsstrecke irgend zweier entsprechenden Punkte. 

6. a) Werden durch zwei Punkte Büschel von paarweise parallelen 
gegengerichteten Strahlen gelegt, so entstehen (3a) deckungsföhige gleich- 
wendige Strahlenbüschel. 

b) Umgekehrt: werden zwei deckungsfähige gleichwendige Strahlen- 
büschel so gelegt, dafs zwei entsprechende Strahlen (z. B. x und x^ in 
Fig. 44) gegengerichtet auf dieselbe Gerade fallen, so liegen die Strahlen- 
büschel gegengesetzt in Bezug auf die Mitte ihrer Scheitelstrecke. 

§ 13. Strecken bei Parallelen im Dreieck und Trapez. 

1. a) Zieht man in einem Dreieck ABC von einer Seiten- 
mitte M aus die Strecke MX parallel zu einer zweiten Seite BC, so 
kommt durch die Umdrehung des Dreiecks MAX 

um M der Halbstrahl MX in die Lage des Gegen- 
strahls JtfXj, und AX kommt in die Parallel- 
lage JBZi (§ 10, 2); da nun BXj^ = CX 
(§ 12, 1 a), so ist auch CX = ^Z; d. h. 

ZieJit man iei einem Dreieck dwrch die 
Mitte einer Seite die ParäHde m einer zweiten, 
so halbiert die FaraUde auch die dritte, 

b) Umgekehrt: wenn angenommen wird, dafs AM= MB und 
dafs AX = XC ist, so mufs MX \\ BG sein; denn die durch M ge- 
zogene Parallele za BG trifft eben auch die Mitte X von AG. Femer 

ist MX = — ~— = -r- • Somit gilt der Satz: 

Die Verbindungssirecke zweier Seitemnitten eines Dreiecks ist parallel 
der dritten Seite und hdtb so grofs als diese. 

2. a) Wenn AM^=^MB und wenn drei 
Parallele durch A^ M und B von einer Geraden 
QBS geschnitten werden, so ist auch QR = BS- 

Wird nämlich AG\\Q8 gezogen, so ist 
(§ 12, 1 a) QR = AX und BS = XG und nach 
1 a) AX = XG, womit auch QB = BS. 

Trägt man auf einer Geraden gletehe 
Strecken ab und zieht 'parallele Gerade durch deren 
GrenstpunMe, so schneiden diese auf jeder andern Ge^ 
roden gleiche Strecken aus. 

b) Wird somit bei einem Trapez ABSQ durch die Mitte M 
des einen Schenkels AB die Parallele zu den Parallelseiten gezogen^ 
so geht sie auch durch die Mitte des andern Schenkels. 

Da die durch M gezogene Parallele jede Strecke zwischen den 
beiden Parallelen halbiert, so heifst sie die Mittelparallele zu diesen. 
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c) Weil aufserhalb der Mittelparallelen kein Mittelpunkt einer 
solchen Strecke liegen kann^ so folgt auch umgekehrt: 

Bei einem Trapez ist die Verbindungsstrecke 
seiner Schenkelmitten paraUd m den Pa/raUd- -^ ,< ,. ,. ^ ^ \^ 
Seiten und ist hoR) so grofs als deren Summe. — ^^^\ \ \ \ \ 
letzteres, weil (Fig. 46) ^^ V ^ * 

ist. jiig 47, 

d) Auf den Satz in a) gründet sich die 

Teüung einer Strecke wie AB in n (z. B. 7) gleiche Teile: man zieht 
durch den einen ihrer Grenzpunkte Ä irgend einen Strahl ÄX^ 
trägt auf ihm von Ä aus auf einander folgend n beliebige gleiche 
Strecken ab, verbindet den Endpunkt X der letzten mit B und zieht 
durch die übrigen Punkte Parallele zu der Verbindungsgeraden XB. 



§ 14. Winkel im Dreieck nnd Vieleck. 

1. a) IHe Sfwnime der (Innen-) Winkel eines Dreiecks 
beträgt 2B. 

Denn eine Umdrehung um die Mitte M der Seite AB bringt 
^ ß nach ß' und macht ÄX \\ BC (§ 10, 2); deshalb ist auch (§ 11,4): 

^(a + ß') + y = 2B ^ ^ 

oder: J^^ nr "*' 

b) Aus a) folgt unmittelbar: ^ ^^ — ^ 

Stimmen zwei Dreiecke in zwei Winkeln ^ig 4g. 

über ein, so sind auch ihre dritten, Winkel gleich- 

2. Jeder Nebenwinkel eines Innenwinkels heifst ein Aufsen- 
winkel des Dreiecks, wie z. B. -^BAY, Nun ist, wenn wieder 
AX\BC gezogen wird: 

somit: 

/3' + / = ^-fy oder BAY=ß + y\ 
d. h.: 

a) Beim Dreieck ist ein Außsenwinkel gleich der Summe 
der ihm nicht anliegenden Innenwinkel. 

Hierin liegt auch der folgende Satz: 

b) Beim Dreieck ist ein AufsentvinJcel gröfser als jeder einzelne der 
ihm nicht anliegenden Innenwinkel. 

3. a) Aus Satz la) oder aus 2a) folgt, dafs jedes Dreieck 
höchstens einen rechten oder stumpfen Winkel haben kann; zwei 
seiner Winkel müssen spitz sein. Je nachdem dann der grölste Winkel 
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ein spitzer oder ein rechter oder ein stumpfer Winkel ist, nennt man 
das Dreieck ein spitzwinkeliges oder ein rechtwinkeliges oder 
ein stumpfwinkeliges Dreieck. 

b) Hiemach ergiebt sich aus la): 

Im rechtwinkeligen Dreieck beträgt die Summe der spitzen Winkel 1 R. 

4. a) Durchlauft ein Punkt den Umfang eines Vielecks, so 
bilden je zwei seiner auf einander folgenden Bewegungsrichtungen 
einen Winkel; die sämt- 
lichen derartigen Winkel 
heifsen die zusammen- 
gehörigen Aufsen- 
Winkel des Vielecks. 
Wenn man mit einem Halb- 
strahl, welcher zunächst 
parallel einer Seite des 
Vielecks ist [z. B. Strahl a' 
in Fig. 49 b parallel der 

Seite 1 2 oder a in Fig. 49 a], der Reihe nach die den einzelnen 
Aufsenwinkeln entsprechenden Drehungen nachbildet, bis zurück zu 
jener ersten Seite, so hat der Halbstrahl eine volle Drehung ausge- 
führt, d. h.: 

Die Su/mme der isusammengehörigen Aufsenwinkel 
eines Vielecks beträgt 4B, 

Anmerkung, a) Beim Vieleck mit einspringenden Ecken (§ 8, 3) fallen 
einzelne der Aufsenwinkel in das Innere des Vielecks (z. B. in Fig. 50 
-^hc und e/*); solche sind bei der Drehung negativ zu nehmen, wenn 




> a 



Fig. 49. 






a. 



Fig. 50. 



die in das Aufsengebiet fallenden als positiv aufgefafst werden. Auch 
hierbei bleibt der vorstehende Satz giltig. 

b) Die zusammengehörigen Aufsenvidnkel bestimmen die Drehungen, 
durch welche eine Gerade a des Geradenzuges in die Lage der folgenden 
Geraden 6, c, d, ... übergeführt wird und es ergiebt sich wie oben: 
^ ah -^^ he -^ cd = ad^ d. h.: 
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Wird eme Gerade nach einander um beliebige je in ihr Hegende Pimkte 
gedreht^ so ist der Winkel zwischen der ersten und letzten Eichtung gleich 
der Summe der Winkel der einzelnen Drehungen, 

Man vergleiche hiermit § 7, 7, besonders auch die Anmerkung da- 
selbst. 

6. An jedem Eck eines gewöhnlichen Vielecks bilden ein Auüsen- 
und ein Innenwinkel ein Paar Nebenwinkel; die Summe aller solchen 
Paare ist also beim n-eck = n • 2iJ (§ 7, 6a). Zieht man hiervon 
die Summe der Auüsenwinkel = AR ab, so folgt: 

Die Summe der Innenwinkel eines n-ecks beträgt 
(2n — 4)B. 

Im Besonderen ist die Summe der Innenwinkel beim Viereck 
= 4JB, beim Fünfeck = 6R, beim Sechseck = 8U u, s. w. 

Anmerkung. Beim Vieleck mit einspringenden Ecken (Fig. 50a) 
übertrifft der Innen- den zugehörigen AuTsenwinkel um einen gestreckten 
Winkel; da aber jetzt der AuTsenwinkel negativ zu nehmen ist, so ist 
die Sunmie beider Winkel wieder =2B, Also auch in diesem Fall bleibt 
der vorstehende Satz giltig. 

6. Wenn ^ab = a^b^ ist, so folgt aus 2a noch: 

^ aa^ = a6 4" ^^ "= <^i\'\' ^<h = ^\y d- t.: 

Von zwei gleichwendig gleichen 
Winkeln bilden die Riditungen der 
ersten Schenkel denselben Winkel 
wie die Bichtungen der zweiten. 

Anwendung hiervon wird ge- 
macht beim Zeichnen von Senkrechten 
b zu einer Geraden a (Fig. 62), indem 
man an a das Winkelscheit mit seiner 
längsten Seite anlegt, an dieses ein Lineal, dann letzteres festhält und nun 
das Winkelscheit um einen rechten Winkel in der Ebene dreht. Die Ver- 
schiebung des Winkelscheits in der zweiten Lage längs des Lineals giebt 
weitere Senkrechte. 

b) Ist insbesondere ^ a6 = «^6^ = R^ so ist auch aa^ = 66^, d. h.: 

Stehen die Schenkel zweier Winkel paarweise auf einander senk- 

rechty so sind sie gleichgrofs oder sie ergänzen einander zu 2 JB, je nachdem 

b 




Fig. 61. 






a 



^- 5«. Fig. 58. 

sie von zwei zu einander senkrechten Schenkeln aus gleichwendig oder 
gegenwendig liegen. 
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Viertes Kapitel. 

Die Umwendung. 
Besiehiingen Ewischen Seiten und Winkeln eines Dreiecks. 

§ 15. Figuren mit einer Hittellinie. 

!• Wird eine Halbebene so im Baum bewegt, dafs dabei die 
Punkte der sie begrenzenden Geraden m (§ 4, 2) an ihrer Stelle bleiben, 
so heilst auch diese Bewegung eine Drehung (§ 3, 3); die Gerade 
heifst die Axe. Wird die Drehung der Halbebene stets in einerlei 
Sinn soweit fortgesetzt, bis diese auf die andre Seite (§4,2) gefallen 
ist, so hat eine umwendung der Halbebene stattgefunden. 

Eine solche Bewegung einer ebenen Figur, bei welcher eine 
Gerade m ihrer Ebene festbleibt, während jede der zwei Halbebenen 
dieser Geraden auf ihre Gegenseite zu liegen kommt, heiüst die Um- 
wendung der Figur um die Axe m, 

2. a) Durch die Umwendung Jcommt ein zur Axe senkrechter Haitth 
strahl mr Dechmg mit seinem QegenstroM; 
a fallt auf a^, da -^ma als JR den -^ma^ 
deckt (§ 7, 5 c und e). 

b) Ein Punkt A auf a kommt dabei nach 
J-i, und es ist A^U^= ÜA. 

Durch die Umwendung kommt ein Punkt 
cmf seiner Senkrechten mr Axe andrerseits in 
gleichen Abstand von der Axe, 

Entsprechend ist es mit weiteren Punkten 
ByCy ... Der Geradenzug A^ByC ,.. kommt 
so mit dem Geradenzug A^y B^^C^, ... zur Deckung (§ 8, 5). 

3« a) Yon zwei Figuren sagt man, sie liegen in Bezug auf eine 
Gerade (Mittellinie, Symmetrieaxe) beiderseits gleich (oder 
gegenseitig entsprechend) oder symmetrisch*) (axialsymme- 
trisch), wenn ihre Punkte paarweise auf Senkrechten zu dieser Ge- 
raden in gleichem Abstand von ihr liegen. 

Das Zeichen för diese Lage ist A {ABC f\ A^B^G^^ ABC 
gegenseits von A^B^C^ oder symmetrisch zu A^B^G^, 

b) Zwei solche Figuren vereint bilden eine Figur mit einer 
Mittellinie oder eine symmetrische Figur. 

4, Da durch die Umwendung einer Figur um eine Axe jeder 
einzelne Punkt genau die entsprechende Lage andrerseits der Axe er- 
reicht, so folgt für die ganze Figur: 




j^.—ap ^F-— «--*4 




Flg. 54. 



*) Von a'öfifistQog ^ d. h. zugemessen oder ebenmäfsig. 
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a) Figuren j die beiderseits gleich zu einer Mittellinie liegen, sind 
deckungsfähig, 

b) Durch die Umwendung einer Figur um eine Gerade erhalt sie 
die Lage der aMderseiUgen Figu/r zwr Geraden als Mittellinie, 




Flg. 55. 



§ 16. Die Mittellinie zu zwei Geraden. 

1. Es sei (Fig. 54) die Gerade g A gi zu m als Mittellinie, und 
es treflfe eine zu m senkrechte Gerade 6 die jf und g^ in zwei Punkten 
B und JS^; dann kommt durch die Umwendung g auf g^ und h auf 
den Gegenstrahl ft^; somit kommt auch der Schnittpunkt B von ig 
auf den von bj^gi, d. h. es ist auch JS^ A -B, also: 

Jede Senkrechte zur Mittellinie trifft beiderseits erhtsprechende Gerade 
(Linien) in entsprechenden Punkten. 

2. a) Zwei Halbstrahlen BA und BA^ eines 
Punktes B (Fig. 55) kommen durch die Umwendung 
um die Winkelhalbierende m zur Deckung, weil 
die gleichen Winkel einander decken; daraus folgt 
(§15, 4b): 

Die Mittellinie zu zwei Strahlen eines Punktes 
ist die Halbierende ihres Winkels, 

b) Sind die Geraden a und a^ parallel (Fig. 56) 
und ist m ihre Mittelparallele (§ 13, 2b), so wird jede 
senkrechte Strecke AA^ zwischen den Parallelen durch 
die Mittelparallele halbiert (§ 13, 2a); daher folgt: 

Die Mittellinie zu zwei Parallelen ist ihre Mittel- 
parallele, 

3. Umgekehrt gilt: 

In Figuren mit einer Mittellinie schneiden einander 
die entsprechenden Geraden auf der Mittellinie und bilden gegenwendig 
gleiche Winkel mit ihr, oder sie sind parallel der Mittellinie in gleichem 
Abstand von ihr. 

Denn beim Umwenden der einen von beiden Geraden bleibt im 
ersten Fall der Axenschnittpunkt an seiner Stelle und der Winkel 
kommt in die gegenwendige Lage. Im zweiten Fall bleibt der Ab- 
stand der Punkte von der Mittellinie unverändert; daher sind die 
Geraden parallel (§ 12, 2 b). 



m 



^ 



a 



^..... ^..^ 



Flg. 56. 



§ 17. Das Dreieck und Dreiseit mit einer Mittellinie. 



1. Wenn a /\b zur Mittel- 
linie m, so kommen nach dem 
Umwenden je solche zwei Punkte 
B und A zur Deckung, die mit dem 



1'. Wenn A /\ B zur Mittel- 
linie m, so kommen nach dem 
Umwenden je solche zwei von A 
und B ausgehende Halbstrahlen b 
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Schnittpunkt C gleiche Strecken 
begrenzen. 

Die Punkte A, JB, C bilden ein 
Dreieck mit zwei gleichen Seiten; 




Fig. 57. 

ein solches heüst gleichschenke- 
liges Dreieck. Seine 
gleichen Seiten heifsen 
Schenkel, ihr Schnitt- 
punkt heiTst Spitze, die 
dritte Seite Grundseite 
des Dreiecks. 

Ein Dreieck mit drei gleichen 
Seiten heilst gleichseitig. 

2. Wird im gleichschenkeligen 
Dreieck die Halbierende seines 
Winkels an der Spitze gezogen 
und wird um diese umgewendet, 





so decken sich wegen der Gleich- 
heit der Schenkel auch deren 
Grenzpunkte A und B und die 
Winkel an denselben, d. h.: 

a) Das ghichschmkdige Dreieck 
hat als Mittellinie die Halbierende 
seines Winkels an der Spitze. 



und a zur Deckung, die mit der 
Verbindungsstrecke c beider Punkte 
gegenwendig gleiche Winkel bilden. 
Die Geraden a, b^ c bilden ein 
Dreiseit mit zwei gleichen Win- 




keln; ein solches heiTst gleich- 
geneigtes Dreiseit. 
Seine gleichen Winkel 
heifsen Neigungswin- 
kel; ihre Scheitelstrecke 
heifst Grundseite, das 
dritte Eck Spitze des 
Dreiseits. 
Ein Dreieck mit drei gleichen 

Winkeln heifst gleichwinkelig. 

2'. Wird im gleichgeneigten 
Dreiseit die Mittelsenkrechte seiner 
Grundseite gezogen und wird um 
diese umgewendet, so decken sich 





m 




Fig. 62. 

wegen der Gleichheit der Neigungs- 
winkel auch deren Schenkel a und 
6, d. h.: 

a') Das gleichgeneigte Dreiseit hat 
als Mittellinie die Mittelsenkrechte 
seiner Grundseite, 



Aus der Deckung der beiderseits gleichliegenden Teile folgt weiter: 
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b) Im gleichachenkeligen 
Dreieck liegen den gleichen 
Seiten gleiche Winkel gegen- 
über» 



b') Im gleichgeneigten J>rei- 
sett liegen den gleichen Win- 
keln gleiche Seiten gegen- 
über. 



Das gleichschenkelige Dreieck und das gleichgeneigte Dreiseit 
stellen demnach eine Figur derselben Art dar, nämlich das Dreieck 
mit einer Mittellinie. 

Im JBesondem folgt aus h und V\ 

C 



c) Bas gleichseitige Dreieck 
ist auch gleichmnkdig. 




c') Das gleichmnkdige Drei- 
eck ist auch gleichseitig. 



Fig. 68. 



Jeder Winkd desselben ist =iB = 60« (§ 14, la). 
d) Im gleichschenkeUgen rechtwinkeligen Dreieck ist jeder spitze 
Winkel = ^iJ = 45o (§ 14, 3b). 

Das Winkelscheit hat entweder die Form des letztgenannten Dreiecks 
oder es stellt die Hälfte eines gleichseitigen Dreiecks dar (Fig. 39 und 40). 
Somit kann es benutzt werden, um ^B oder um \B und ^B und die ent- 
sprechenden Dreiecke zu zeichnen. 

3. Die Mittellinie eines solchen Dreiecks (Dreiseits) kann auf ver- 
schiedene Weise erhalten werden: 

Im gleichschenkeUgen I>reieck (oder gletchgeneigten 
l>rei8eit) bilden eine einzige Gerade: a) die Halbierende 
des Winkels an der Spitze, b) die Mittelsenkrechte der 
Grundsette, c) die Senkrechte von der Spitze zur Grundseite, d) die 
Verhindungsgerade zwischen Spitze und Mitte der Gnmdseite; 

denn die Winkelhalbierende (a) ist (nach 2 a) auch Mittellinie der 
Grenzpunkte der Grundseite (b) und erfüllt als solche die Bedingungen 
der Geraden c) und d), durch welche diese (nach § 11,6c und § 3, i) 
eindeutig bestimmt sind 



4. Wenn (Fig. 64) Punkt äAä^ 
und Strahl ÄC A A ^i » Strecke 
AB = Ä^B^ ist, so decken einander 
beim Umwenden auch Punkt B und Bj^. 

5. a) Wenn zwei 
entsprechende Ge- 
rade von Senk- 
rechten zur Axe 
ÄÄ^, BB^, CC, 

durchschnitten 
werden, so ent- 
stehen auf jenen pig. $4. 




4'. Wenn (Fig. 65) Gerade a A «i, 
Punkt ah A a^\^ Winkel ah = h^a^^ 
so decken einander beim Umwenden 
auch Gerade h und h^. 

a') Wenn zwei 
entsprechende 
Punkte P und P^ 
mit Punkten der 
Axe ABC ver- 
bunden werden, 
so entstehen an 
Fig. 66. jenen deckungs- 
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deckungsfähige Punktreihen 
ABC^ A^B^C^^ deren Schnittpunkt 
8 sich selbst entspricht. 



fähige Strahlenbüschel ahc^ 
^i^i^i) ^ welchen die Gegenrich- 
tungen der Scheitelstrecke FP^ und 
P^F einander entsprechen. 

V) Zwei deckungsfähige gegen- 
wendige Strahlenbüschel, bei welchen 
die G-egenrichtungen ihrer Scheitel- 
strecke sich entsprechen, haben als 
Mittellinie die Mittelsenkrechte dieser 
Strecke. 







Fig. 66. 



b) Zwei deckungsföhige Punktreihen, 
bei welchen der Schnittpunkt ihrer 
Träger sich selbst entspricht, haben 
als Mittellinie die Winkelhalbierende 
entsprechender Eichtungen ihrer 
Träger. 

6. Die Beziehungen zwischen der Ümwendung 
und Umdrehung sollen hier noch angegeben werden. 

Wenn irgend ein Punkt A durch Umwenden um die 
Gerade m nach Al^ kommt und wenn ihn dann ein 
zweites Umwenden um die zu m senkrechte Axe m^ 
nach A^ bringt, so ist MA = J!f -4^ = MA^ und 
-^ aa^ = aa^ + a^a^ = 2 • ma^ -j- 2 • «1% = 2mm^ 
s=s 2.B\ somit ist der Punkt A in die gegengesetzte 
Lage A^ in Bezug auf M als Mittelpunkt gebracht 
worden, d. h.: 

a) IHe beiden Unmenckmgen um zwei zu einander 
senkrechte Axen hri/ngen eine Figwr m dieselbe Lage, wie die ümdrehwng 
um den SchniUptmkt der Axen. 

Umgekehrt fuhrt die Umdrehung um M den Punkt A nach A^ und 
das darauffolgende Umwenden um m^ führt ihn nach ul^; dahin gelangt 
der Punkt aber auch unmittelbar durch Umwenden um m, d. h.: 

b) Wird eine Figur um einen Punkt umgedreht und dann um eine 
Gerade des Punktes umgewendet, so erhält sie dieselbe Lage, wie durch das 
Umwenden um die durch den Punkt gehende Senkrechte eu der Geraden. 

§ 18. Ungleiche Strecken nnd Winkel im Dreieck. 

1. In einem Dreieck sei eine Seite gröfser als eine andere^ 
etwa CB > CA. Wird hier der Winkel beider Seiten halbiert, und 
wird um die Halbierende CS umgewendet, so 
fällt die kleinere Seite CA auf die gröfeere 
nach CAy^, und der Winkel A fallt nach a; 
letzterer ist aber grö&er als ^ -B als Aufsenr 
winkel des Dreiecks SA^B (§ 14, 2b), folglich 
ist auch ^A>B. D. h.: 

a) Im Dreieck liegt der gröfseren 
van zwei Seiten der gröfsere Winkel gegenüber. 

Umgekehrt: bei der Annahme, dafe ^A>B sei, kann erstens 
nicht CB = CA sein, weü dann <^ J. = J5 sein müfste (§ 16, 2 b), 
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und zweitens kann nicht GB < CA sein, weil dann -^A^CB sein 
müiste (la); also kann nur CB> CA sein, d. L: 

b) Im Dreieck liegt dem gröfseren von zwei Winkeln 
die gröfsere Seite gegervM^er. 

2. Als besondere Fälle ergeben sich aus Ib: 

a) Im stumj^fmnkeligen Dreieck ist die Gegenseite des stumpfen 
Winkels die gröfste. 

b) Im rechtwinkeUgen Dreieck ist die Gegenseite des rechten Winkels 
{Hypotenuse*) gröfser als jede der beiden andern Seiten {Kaiheten"^), 

3. Von einem Punkt C werde auf eine 
Gerade ^jB die Senkrechte CF gefallt; dann 
werden noch schiefe Strecken CA, CB gezogen. / 
Nun ist CF< CA, CF < CB (2b); A h.: / 

a) Unter aUen Strecken von einem Funkt -^ — 
aus nach den Punkten einer Geraden ist die senk- ng. es. 
rechte die kürzeste. 

Daher nennt man die eindeutig bestimmte (§ 11, 5 c) senkrechte 
Strecke den Abstand oder die Entfernung des Punktes von 
der Geraden. Der Punkt F heifst Fufspunkt der Senkrechten. 

b) Wenn irgend zwei Strecken CA und CB so gezogen sind, 
daCs AF<FB ist, so kommt CA durch Umwenden um CF nach 
C^i, und A kommt nach A^ auf FB, und ^ CA^B wird stumpf; 
folglich ist CA^ < CJB; somit wird auch CA < CBy d. h.: 

Die Strecken zwischen einem Funkt imd den Punkten einer Ge- 
raden sind um so Meiner, je naher diese Punkte dem Fufspunkt der 
Senkrechten liegen, die von jenem Punkt auf die Gerade gefättt ist 

4. Faist man (Fig. 68) ABC als Dreieck auf, so nennt man die 
vom Eck C aus auf dessen Gegenseite gefällte Senkrechte CF die 
zu dieser Seite gehörige Höhe des Dreiecks. 

Es sei (Fig. 68) AB die gröfste Seite des Dreiecks ABC] dann 
ist J.C > AF und CB > FB (2b), folglich 

AC+CB>AF+FB oder AC+CB>AB, d.h.: 

a) Ifn Dreieck ist die Summe zweier Seiten gröfser 
als die dritte, ihr Unterschied kleiner als die dritte; 
letzteres, weil auch AC > AB — CB folgt, indem CB beiderseits 
weggenommen wird. 

b) Werden zwei Punkte B und C durch ihre Gerade und durch einen 
Geradenzug über beliebige Punkte AA^A^ verbunden, so ist 

BA^<BA + AA^, 

BX <BA^-\-A^X, 

XC <XA^ + A^C, 

*) Von 'bnatsivovau die sich unten ausspannende, nd&stog die herabgefällte 
Linie. 
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folglich 

BÄ^ +BX+XC<BÄ-{- ÄA^ + BA^ + A^X + XA^ + A^C 

oder 

BC<BA + AA^ -\- A^A^ + A^C, 

d. h. die Verbindungsstrecke zweier Punkte 
ist kleiner als irgend ein sie verbindender 
Geradenzug. Wählt man die Punkte wie -^^ 
AA^A^ immer zahlreicher und näher anein- 
ander, so geht der Geradenzug in irgend 
eine krumme Linie über, und es gilt: 

Die Verhmdtmgssirecke zweier Punkte ist von allen ihren Limenverhin- 
dwngen die hilrgeste. 




Fig. 69. 




Pig. 70. 



§ 19. Der Ort gleicher Entfernnngeii von zwei Pnnkten oder 

zwei Oeraden. 

1. Verbindet man zwei Punkte A und A^ mit beliebigen Punkten 
By C ihrer Mittelsenkrechten, so wird 

AB A A^B, AC A A,C, 
somit AB = A^B, AC = A^C-, d. h,: 

a) Jeder JPunM der Mittelsenkrechten 
einer Strecke ist van deren Grem^fpunkten 
gleiehweit entfernt. 

Umgekehrt: 

b) Jeder von zwei Funkten gleichweit 
entfernte Punkt liegt auf der Mittelsenk- 
rechten ihrer Strecke; 

denn wenn ein Punkt C so gewählt wird, daJs AG = A^C ist, so 
mufs im gleichschenkeligen Dreieck AGA^^ die Mittelsenkrechte der 
Grundseite durch die Spitze gehen (§ 17, 3). 

2« a) Wenn (Fig. 71) ein Punkt -4 aufserhalb 
der Mittelsenkrechten BS zweier Punkte B und B^^ 
liegt und zwar auf einerlei Seite mit B^ so wird 
von den Verbindungsstrecken AB und AB^ letz- •* 
tere die Mittelsenkrechte in einem Punkt C treffen, 
und es ist ABj^ = AC+CB> AB, d. h.: 

Em Punkt aufserhaXb der MUtelsenhrechten 
zweier Punkte liegt dem Pmikt auf seimer Seite näher als dem a/ndern, 

b) Für irgend einen Punkt X der Mittelsenkrechten ergiebt sich als 
Summe der Entfernungen von A und B 

AX + XB = AX + XB^ > AB^, oder 

AX 4- XB^ >AC+CB', d..h.: 

Henrioi u. Trentlein, Lehrb. d. Elem.-Geometrie. I. 8. Aufl. 3 




Fig. 71. 
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Die Stimme der Entfemv/ngen zweier JPtmkte einerseits einer Geraden 

von je einem PtmM der Geraden ist a/ih Memsten für den Schmttpunkt der 

Verlmdtmgsgeraden zwischen dem einen PimM v/nd dem Punkt^ der dem 

andern anderseits der Geraden entspricht. 

Weg des Lichtstrahles bei der Zurückwerfung des Lichtes am ebenen 
Spiegel. 

3. Fällt man auf zwei Gerade a und a^ 
von einem Punkt B ihrer Winkelhalbierenden m 
die Senkrechten BÄ und JBJ-i, so ist in den 
Dreiecken SAB und SÄ^B ^am = maj^ und 
^8AB= SÄj^ B=B, somit auch ^ÄBS=: SBA^, 
Daher ist auch BA /\ BA^ und BA = BA^y 
d. L: '^«- 72. 

a) Jeder Jhinkt der WirücelhaJMerenden tsweier Ge- 
raden ist von beiden gleichwett entfernt. 

Umgekehrt: 

b) Jeder von tswei Geraden gleichweit entfernte Funkt 
liegt auf einer ihrer beiden Winkelhalbierenden; 

denn wenn Punkt B im Winkel zwischen a und a^ so gewählt wird^ 
dafs BA = BAi und dafs zugleich BA JL a , BA^ -L öt^ , so fällt 
beim Umwenden um die Halbierende von ^ ABA^ die Strecke BA 
auf BA^y der rechte Winkel BAS auf BA^S^ somit AS auf Ay^S*^ 
es ist AS A A^S zu SB als MitteUinie, also ^ ASB = SBA^. 

« 

4. Liegt der Punkt P mit SA auf 
einerlei Seite der Halbierenden des Winkels 
ASB^ so ergiebt sich für die Senkrechten 
PB und PA zu den Schenkeln, wenn noch 
By^ /\ B m Bezug auf die Winkelhalbierende 
genommen wird: 

PB > PJ9i (2a) > PA, d. h.: 

Ei/n Punkt innerhalb eines Winkels, aber aufserhalb der WinkeThaCbie- 
renden. Hegt dem Schenkel auf seiner Seite näher, als dem amdern Schenkel, 

5. Wenn alle Punkte einer Linie gewissen Bedingungen ge- 
nügen, während alle Punkte aufser der Linie dies nicht thun, so 
heifst die Linie der geometrische Ort oder kurz der Ort jener 
Punkte. Die Sätze Ib) und 3b) lauten hiemach: 

Der Ort aUer Funkte, deren Abstände 

a) von maei Funkten einander gleich sind, ist die 
Mittelsenkrechte der Strecke dieser Funkte; 

b) von liswei Strahlen eines Furiktes einander gleich 
sind, ist daß Fa^ar der Winkelhalbierenden dieser Geraden; 




Fig. 73. 
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c) von zwei JParaUelen einander gleich sind^ ist ihre 
Mittelparallele. 

Letzteres folgt aus § 12, 2b. 




Fig. 74. 



§ 20. Besondere Punkte des Dreiecks. 

!• Zieht man in einem Dreieck ABC die Mittelsenkrechten 
c' und a' zweier Seiten AB und BC, so hat deren Schnittpunkt, 
weil er auf c' liegt, von A und B gleichen 
Abstand (§ 19, la); ebenso hat er, weil er 
auf a' liegt, den gleichen Abstand von B 
und (7, also auch von A und C] somit mufs 
er auf der Mittelsenkrechten V za AC liegen 
(§ 19,1b), d. h.: 

Die drei MitMsevücrechten der Seiten 
eines DreiecJcs gehen durch einen Punkt, den 
Punkt gleichen Abstandes von den 
Ecken. (Vgl. § 35, i.) 

Verschiedene Lage desselben, je nachdem das Dreieck spitz-, recht- 
oder stumpfwinkelig ist. 

2. Eine der Schlufsfolgerung 
in 1 vollständig entsprechende ergiebt, 
dafs der Schnittpunkt zweier Winkel- 
halbierenden q und a^ im Dreieck von 
allen drei Seiten den gleichen Abstand 
hat, also auch auf der dritten Winkel- 
halbierenden liegt (§ 19, 3 a und b), d. h. : 

a) Die drei Winkelhalbierenden im 
Dreiseit gehen durch einen Punkt, den 
inneren Punkt gleichen Abstandes 
von den Seiten, (Vgl. 35, i'.) 

Werden auch die Aufsenwinkel 
halbiert, so findet sich: 

b) Im Dreieck geht a/uch jede Halbierende eines Innenwinkels mit 
den Halbierenden zweier ihm nicht anliegenden Aufsenwinkel du/rch einen 
Punkt, der gleichen Absta/nd von den drei Seiten hat. 

Es giebt also aufser dem inneren noch drei äufsere Punkte 
gleichen Abstandes von den Seiten. 

3. Zieht man durch jedes Eck eines Dreiecks ABC (Fig. 76) die 
Parallele zur Gegenseite, so entsteht ein neues Dreieck A^B^C^. Die 
Höhen a', 6', c' des ersteren Dreiecks (§ 18, 4) sind nun die Mittel- 
senkrechten zu den Seiten des letzteren; denn die Höhen sind senk- 
recht zu den neuen Seiten (§ 11, 5 a), und sie gehen durch deren Mitten, 

3* 




Fig. 75. 
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weil z. B. die beiderseits der Höhe V liegenden Strecken C^B und 
BA^ gleich der Gegenseite AC sind (§ 12, la). Daher folgt aus 1 
der Satz: 

IHe drei Hohen eines Dreiecks gehen 
du/rch einen Punkt, den Höhenschnitt' 
punkt 

4. Im Dreieck nennt man die 
Strecken je von den Ecken nach den 
Mitten der Gegenseiten die Schwer- 
linien des Dreiecks. 

Zwei solche, etwa, AA^ und BB^, schnei- 
den einander in 8. Zieht man nun CS und 
noch AB^ II CS \\ BA^, so ist AB^ H CA zu ^ 
JB^ als Mittelpunkt, A^B ^8C zu A^ als '^J^^*'^^: 
Mittelpunkt, daher auch AB2= C8==A^B. 
In Bezug auf die Mitte von AA2 ist dann 
auch AB^ H -4^ (§ 10, 3), und weil 
AB^ == A^B ist, ist auch JB H JB^ ; somit 
geht BB^ durch die Mitte von AA^ ; 8 ist dieser Punkt, CS ist die 
Mittelparallele, die dann (nach § 13, 2a) auch AB halbiert. Also er- 
giebt sich: 

a) Die drei Schwerlinien eines Dreiecks gehen dmrch einen Funkt, 
den Schwerpunkt 

Unterstützung emer Dreiecksfläche längs einer Schwerlinie oder auch in 
dem Schwerpunkt. 

Weiter ergiebt sich, dafs AS = SA^ = 2SA^y und ebenso dafs 
BS = 28B^ ist, d. h.: 

b) Der Schwerpunkt eines Dreiecks teilt jede SchwerUnie so, dafs 
der Abschnitt am Eck doppelt so grofs ist als der an der Seitenmitte, 




Fünftes Kapitel. 

Versohiebung und Drehung. 
Deckung zweier geradlinigen Figuren. 

§ 21. Die Verschiebung längs einer Strecke, 
dleiclie und gleichgericlitete Figuren. 

!• Eine solche Bewegung einer Figur in einer Ebene, bei welcher 
die Punkte der Figur in der Ebene bleiben und ebenso die Punkte 
einer Geraden g (Leitgeraden) in dieser Geraden, nennt man eine 
Verschiebung längs der Geraden. 
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3. Irgend eine Gerade a bilde mit der Leitgeraden g den Winkel ga. 
Da dieser Winkel bei der Verschiebung unverändert bleibt, so folgt 
(nach § 11, 3 a): 

Bei einer Verschiämng bleibt jede Gerade 
ihrer Anfangslage paraMel. 

3. Ein Punkt Ä der Geraden a komme 
durch die Verschiebung auf einen Punkt A^ 
der Geraden a^, so dafe nun SA = S^^A^^ ist; 
da nun auch SA \\ S^A^, so folgt (aus § 12, ib), 
dafs auch AA^ parallel und gleich SS^ ist. 

Bei einer Verschiebung beschreiben alle 
Funkte gleichgerichtete und gleiche Strecken. 

Eine Parallele mr Bichtung der Verschie- 
hmg (Leitgeraden) bleibt in sich selbst. 

4. Durch diese Bewegung kommt eine 
Strecke AB in die gleichgerichtete Lage A^By^y 

ebenso BG auf das gleiche und gleichgerichtete J8i Ci; der Geradenzug 
AB CD wird den Geradenzug A^B^C^D^ decken. 




Fig. 78. 



a) Zwei gleichgerichtete und gleiche 
Strecken kommen durch die Ver- 
schiebung längs der Strecke zwischen 
entsprechenden Gren^mnkten mr 
Deckung. 

b) Zwei deckungsfähige gleichge- 
richtete Punktreihen kommen durch die 
Verschiebung längs der Verbindungs- 
strecke zweier entsprechenden Punkte 
0ur Deckung. (Vgl. § 12, 4 b.) 

c) Wenn zwei parallele Gerade von 
mehrerenParäUelen durchnitten werden, 
so entstehen deckungsfähige Pwnkt- 
reihen, welche durch Verschiebung zur 
Deckung gelangen. 



a') Zwei gleiche und gleichwendige 
Winkel, deren erstes Schenkelpaar 
gleichgerichtet ist, kommen durch die 
Verschiebung längs der Strecke ihrer 
Scheitel zur Deckung. (§ 12, 3 b.) 

b') Zwei deckungs fähige gleichwendige 
Strahlenbüschel, in welchen einerlei 
Bichtung des Scheitelsträhles sich selbst 
entspricht, kommen durch die Ver- 
schiebung längs der Scheitelstrecke zur 
Deckung. (Vgl. § 12, 5 b.) 

c') Wenn durch zwei Punkte paar- 
weise gleichgerichtete Strahlen gezogen 
werden, so entstehen deckungsfähige 
Strahlenbüschel, welche durch Ver- 
schiebung zur Deckung gelangen. 



5. Zwei Figuren nennt man nun gleich und gleichgerichtet 
(perspektiv kongruent), wenn ihre Punkte paarweise auf parallelen 
und gleich grofsen Strecken liegen. 

Das Zeichen für diese Lage ist # (z. B. in Fig. 78 ist der Gerade- 
zug ABCD... * A^B^C^D^...). 

Die Beziehung der Lage der Punkte solcher Figuren ist also 
dieselbe, wie bei der Verschiebung um die Strecke zweier entsprechen- 
den Punkte; daraus folgt: 
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a) Gleiche und gleidigeriddete Figuren sind deckungsfähig, 

b) Durch die Verschiehung einer Figur um eine Strecke erhält sie 
die Lage der gleichen und gleichgerichteten Figur in Bezug auf dieselbe 
Strecke als Verbindungsstrecke entsprechender Punkte. 

c) 2kvei decJcungsfähige Figuren sind gleichgerichtet, wenn ein Faar 
entsprechender Strecken gleichgerichtet und wenn zugleich ein Faar ent- 
sprechender Winkel gleichwendig ist. 

§ 22. Die Drehung. 

!• Wie man mit einer Figur eine Umdrehung um einen Punkt 
ausführen^ sie also um 2i2 drehen kann, so läfst sie sich auch um 
einen kleineren oder gröfseren Winkel drehen. 

Die Drehung einer Figur in einer Ebene ist 
eine solche Bewegung, bei welcher ein Punkt, der 
Drehpunkt, fest bleibt und ein Strahl dieses 
Punktes einen Winkel in dieser Ebene beschreibt. 

2. Kommt durch eine Drehung der Strahl a 
nach «1, b nach 6^, so ist <^ a^^b^ = ab und <^ bb^ 
= ba^ + a^fti = a6 + ba^ = aa^. 

Bei einer Drehung beschreibt jeder Strahl des 
Drehpunktes den gleichen Winkel, 

3. Femer wird der Punkt A (auf d) nach A^ (auf a^ kommen, 
wobei SA=^SA^ bleibt; ebenso SB=SB^ Hieraus folgt: 

Bei einer Drehung bleibt der Abstand eines Punktes vom Drehr 
pmkt unverändert, 

4. Kommt durch die Drehung um einen Punkt der Strahl a 
nach a^, b nach &^, so ist ■^a^bj^ = ab] aus § 14,6a ergiebt sich 
daher ^ aa^ = bb^ oder: 

Bei der Drehung einer Figur wird jede 
Gerade der Figur um den gleichen Winkel 
gedreht 

Als Anwendung dieses Satzes kann die in 
§ U, 6a (Fig. 62) gelehrte Verwendung des 
Winkelscheites gelten. 

5. Die senkrechte Strecke vom Dreh- R^ 

punkt zu einer Geraden verändert bei der ^«- ^^^ 

Drehung weder ihre Länge, noch ihren Winkel mit der Geraden. 

Der Abstand einer Geraden vom Drehpunkt bleibt bei der Drehung 
unverändert, 

6. Gemafs § 19, la und 3 a folgt hieraus: 
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a) Mn Funkt läfst sich mit einem 
andern zur Deckung bringen durch 
Drehung um irgend einen FunJct der 
Mittelsenkrechten ihrer Strecke. 



a') Eine Gerade läfst sich mit einer 
ihr nicht parallelen zur Deckung bringen 
durch Drehung um irgend änen Punkt 
der beiden Winkelhalbierenden. 
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b) Ein HaXbstrahl läfst sich mit einem 
ihm nicht parallelen zwr Deckung bringen dn/rch 
Drehtmg wm den Schnittpunkt der Mittelsenk- 
rechten (m) beider Strahlpu/nkte imd der Halbie- 
renden (w) des Nebemovnkels der beiden Halb- 
strahlen, 

c) Eine Strecke läfst sich mit einer 
gleichen (nicht gleichgerichtet&n) ^wr 
Beckimg bringen durch Drehung um 




\ X 




1/ 



x^ 



Fig. 81. 

c') Ein Winkel läfst sich mit einem 
gleichwendigen gleichen (nicht gleich- 
gerichteten) gwr Deckwng bringen durch 




>a 



Fig. 83.. 



Drehung um den Schnittpunkt der 
Halbierenden der Nebenmnkd der 
entsprechenden HälbstraMenpaare. 




Flg. 82. 

den Schnitipurikt (S oder S^^) der 
Mittelsenkrechten der entsprechenden 
Funktpaare, 

d) Zwei gleichwendige deckungsfähige (nicht gleichgerichtete) Figuren 
können mr Deckwng gebracht werden durch Drehung um den Schnittpunkt 
der Mittelsenkrechten zu zwei entsprechenden 
Eckenpaaren oder um den Schnittpunkt der 
Halbierenden der Nebenwinkel zweier ent- 
sprechenden Halbstrahlenpaare; diese Schnitt- 
punkte fallen für äUe solche Paare in einen 
Funkt. >^ ~'':::'^ 

5» Um die Deckung deckungsfähiger 
Figuren einer Ebene thatsächlich zustande 
zu bringen, müssen ihre Winkel gleich- 
wendig liegen; ist dies nicht der Fall, so 
werden sie durch ümwendung der einen 
Figur zunächst gleichwendig gelegt. Sind 
dann zwei entsprechende Strecken gleichgerichtet, so können die Figuren 
durch Verschiebung, sind sie nicht gleichgerichtet, durch Drehung zur 
Deckung gebracht werden. Im letzteren Fall können jedoch auch die 
Figuren erst durch Drehung gleichgerichtet und dann durch Verschiebung 
zur Deckung gebracht werden. 

Nachdem wir nun die verschiedenen Arten der Bewegung kennen 
gelernt haben, um deckungs^ige Gebilde zur Deckung zu bringen, wenden 



S/ . -^^^ 



Fig. 84. 
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wir uns zur Untersuchung derjenigen Bedingungen für die Deckungsfähig- 
keit, welche von der gegenseitigen Lage derselben unabhängig sind. 

§ 23. Bedingnngen ffir die Deckungsfähigkeit zweier Dreiecke. 

(Kongruenz der Dreiecke.) 

Wenn zwei Dreiecke als deckungsfähig bezeichnet werden, so ist 
damit ausgedrückt, vdafs ihre drei Seiten und ihre drei Winkel paarweise 
in der Grölse übereinstimmen: 

Dafs von diesen sechs Gleichheiten zunächst die letzte eine Folge der 
zwei vorangehenden, ist aus § 14, ib ersichtlich; dafs aber auch die 
übrigen fünf nicht von einander unabhängig sind, soll nun gezeigt werden. 

1. Wenn zwei Dreiecke übereinsti/mmen: 

a) in einer Seite und zwei gleichliegenden Winkeln, 

— oder: 

b) in zwei Seiten und deren Zwischenurtnkel, — oder: , 

c) in den drei Seiten, — oder: 

d) in zwei Seiten und einem ihrer Gegenwinkel, wdh- 
rend der andere Gegenwinicel in beiden Dreiecken 
übereinstimmend spitz oder stumpf ist, 

so sind die beiden Dreiecke deckungs fähig. 

Beweis : 

zu a) In den Dreiecken ABC und A^B^C^ sei AB = A^B^ und 
'^A=Ay und -^B = B^, — Liegen die Dreiecke noch nicht so, 







Fig. 85 a. 



Pig. 85b. 



dals ihre gleichen Winkel gleichwendig 
sind (Fig. 85 a), so wird das eine der Drei- 
ecke, etwa A^B^Cy^y umgewendet; dann 
kommen beide in gleichwendige Lage 
(Fig. 85 b). Hierauf dreht man noch das 
eine Dreieck so, dafe das eine Paar gleicher 
Seiten {AB = A^B^ auch gleichgerichtet 
wird (Fig. 85 c). 

Wird dann AA^ gezogen und längs 
dieser Geraden das eine Dreieck verschoben, so fällt A auf A^, 
B auf j?j (§ 21, 4 a), und weil '^A = A^^ so fallen die Richtungen 





B_ 



Fig. 85 c. 
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AG und A^G^ aufeinander (§ 21, 4a'), aber auch die von J5C und 
B^G^y weil auch ^B = B^ ist; also fallen auch ihre Schnittpunkte 
G und Gl zusammen. 

Würde in der Annahme das eine der Winkelpaare durch <^ (7= O^ 
ersetzt, so würde sofort auch die Gleichheit des dritten Paares von 
Winkeln folgen (§ 14, ib), und der Beweis ergäbe sich wie vorher. 

Zu b). Es sei AB = A^B^, AG = A^G^ und ^A = Ai. — 
Wie in a) können die Dreiecke gleichwendig und so gelegt werden, 
daGs AB \ A^B^ wird (Fig. 85c). Wird dann wieder längs AA^ ver- 
schoben, bis AB auf Al^B^ gekommen, so müssen von AG und A^G^ 
(wegen der dritten Annahme) die Richtungen und (wegen der zweiten An- 
nahme) die Grenzpunkte auf einander fallen, somit auch B G und B^ G^ . 

Zu c). Es sei AB^A^B^, BG = B^G^, GA^G^A^. — Ist 
wieder die gleichwendige Lage beider Dreiecke hergestellt und wird 
längs AA^ verschoben (Fig. 85c), bis AB auf A^B^ gekommen, so 
mufs auch G auf G^ fallen; denn lägen diese Punkte getrennt, so 
müfste sowohl B(Bi) (nach der zweiten Annahme) als A(Aj) (nach 
der dritten Annahme) auf der Mittelsenkrechten zu GG^ liegen (§ 19, ib), 
d. h. G und CjL müfsten auf verschiedenen Seiten von AB^A^B^) 
liegen, was der Annahme widerspricht, dafs die an ABiA^B^) an- 
grenzenden Winkel gleichwendig liegen. 

Zu d). Es sei AB = AiB,, BG=BiGi und 
-^ J. = J-i . — Ist wieder durch Verschiebung (Fig. 85 c) 
AB auf A^B^ gebracht, so fällt (nach der dritten 
Annahme) die Richtung von AG auf die von A^G^] 
dann mufs entweder G auf G^ fallen, so dafs die 
Dreiecke sich decken, oder, wenn dies nicht der Fall 
ist, müssen in dem (zufolge der zweiten Annahme) 
gleichschenkeligen Dreieck BGG^ (Fig. 86) die Winkel 
bei G und G^ einander gleich sein (§ 17, 2b), wobei einer dieser 
Winkel (B^G^G) Aufsenwinkel eines der ursprünglichen Dreiecke 
{A^B^G^ ist; sein Nebenwinkel, der Dreieckswinkel {B-^G^A^y ist 
dann um ebensoviel gröfser, als der Winkel im andern Dreieck 
(BGA) kleiner als ein rechter ist. 

Stimmen zwei Dreiecke in zwei Seiten und im Gegenwinkel der 
gröfseren Seite überein, so kann der andere Gegenwinkel in beiden 
Dreiecken nur spitz sein (§ 18, la); die Dreiecke sind also deckungsfähig. 

2. Die vorangehenden vier Sätze werden häufig angewendet, um 
die Gleichheit zweier Strecken oder zweier Winkel nachzuweisen; 
man sucht die fraglichen Stücke als zu deckungsfähigen Dreiecken 
gehörig aufzufassen und schliefst: 

In deckungsfdhigen Dreiecken liegen gleichen Seiten 
ebensolche Winkel gegenüber — und t(^ngekehrt. 




42 V. Kap. Verschiebung und Drehung; Deckung. § 23. 

3« Um die Deckungsfähigkeit der Dreiecke aus den vier oben ge- 
gebenen Voraussetzungen abzuleiten, kann man [ — statt wie oben die 
Möglichkeit nachzuweisen, sie in gleichgerichtete Lage zu bringen, aus welcher 
sie eine Verschiebung zur Deckung bringt — ] auch zeigen, dafs sie entweder 
beiderseits einer Mittellinie oder gegengesetzt zu einem Mittelpunkt gelegt 
werden können, so dafs sie nach der ümwendung oder Umdrehung sich decken. 

a) Die Lage beiderseits einer Mittellinie erhalten die gegenwendigen Drei- 
ecke, wenn man sie mit zweien ihrer gleichen Seiten AB und J^ By^ an einander- 
legt ; es ergiebt sich nämlich in den drei ersten Fällen der Voraussetzungen, 
daJfe AB auch Mittellinie von (7 und C^ ist (§ 16,2; § 17, 1 ; § 19, 1 b) ; wenn im 
vierten Fall C^ A C, so liegt C^ auf A^C^^ so dafs Cg entweder mit C^ zu- 
sammenfällt, oder mit C^ und B ein gleichschenkeliges Dreieck bildet, wie oben. 

b) Die gegengesetzte Lage zu einem Mittelpunkt erhalten die gleich- 
wendigen Dreiecke, wenn man zwei gleiche Seiten AB und A^B^ mit zwei ent- 
sprechenden Ecken A und A^ so aneinander legt, dafs beide Seiten auf einen 
Halbstrahl und Gegenstrahl dieses Punktes fallen. Es folgt nämlich im ersten 
und zweiten Fall der Voraussetzungen die gegengesetzte Lage von C und 
C^ unmittelbar aus der Annahme (§11, 3a; §10, 3). Ln dritten Fall 
kann der zu C gegengesetzte Punkt {C^ nicht getrennt von C^ liegen; denn 
dann würde aus der Annahme (Cj A^ = AC=A^C^^ C^B^ = CB = C^ B^ 
folgen, dafs Aj^B^ Jlfittelsenkrechte zu der Strecke CgC^ wäre, dafs also 
beide Punkte auf den Gegenseiten von A^B^^ lägen, was der Annahme der 
gleichwendigen Lage beider Dreiecke widerspricht. Ln vierten Fall mufs der 
zu C gegengesetzte Punkt Cg auf jä^ (7^ liegen imd entweder mit 0^ zusammen- 
fallen oder mit ihm und J?^ ein gleichschenkeliges Dreieck bilden wie oben. 

4. Wenn wir in den Dreiecken ABC und A^B^C^ die erste Seite 
AB und A^Bj^ jeweils weglassen und dafür A und J?, sowie J-^ und B^ 
durch Geradenzüge verbinden, deren Seiten und Winkel in gleicher Folge 
übereinstimmen, so sind diese G^radenzüge deckungsfähig und bilden zu- 
sammen mit ABC und Aj^C^B^ deckungsföhige Vielecke, wenn die Lage 
der Punkte C und C^ durch eine der vier obigen Voraussetzungen be- 
stimmt ist. Beachten wir nämlich, welche Strecken und Winkel jeweils 
unter diesen Bedingungen nicht genannt sind, so ergiebt sich, dafs es zur 
Deckungsfähigkeit (Kongruenz) der Vielecke genügt, wenn von 
ihnen folgende Stücke übereinstimmend und in gleicher Folge gegeben sind : 

a) alle Seiten bis auf eine und alle Winkel bis auf die beiden an 
dieser Seite; 

b) alle Seiten bis auf zwei aufeinander folgende und alle Winkel 
bis auf einen (§ 14, ö); 

c) alle Seiten und alle Winkel bis auf di^ei aufeinander folgende Winkel, 
deren mittlerer in beiden Vielecken hohl oder in beiden erhaben ist; 

d) alle Seiten bis auf eine und alle Winkel bis auf zwei aufeinander 
folgende, von denen nur einer an jener Seite liegt und in beiden Viel- 
ecken spitz oder in beiden stumpf ist. 
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§ 24. Seiten und Winkel zweier teilweise übe peinstimmenden 

Dreiecke. 

1. Wmn zwei Breiecke in einer Seite wnd einem anliegenden Winkel 
übereinstimmen, so Hegt a) dem gröfseren der beiden andern anliegenden 
Winkel auch die gröfsere Seite gegenüber, und umgekehrt b) der gröfseren 
den ersteren Winkel mitbildenden Säte auch der gröfsere Winkel, 

Denn legt man die Dreiecke mit den überein- 
stimmenden Seiten AB und Winkeln A auf einander, 
so muTs für den FaU a), dafs -^ CBA> C^BA ist, 
der Punkt C^ auf AG liegen, weil bei der Drehung 
um B von BA aus erst BC^ und dann BC erreicht 
wird. Also ist dann AC^ AC^, 

Für den Fall b), dafs AC<AC^ ist, wird bei ^'^' ®^" 

der Drehung eines Strahles um B von BA aus der Schnittpunkt mit AC 
erst auf C^ und dann auf C fallen, also mufs ^ GBA "^ C^BA sein. 

3. Wenn zwei Breiecke in je zwei Seiten übereinstimmen^ so liegt 
a) dem gröfseren der eingeschlossenen Winkel die gröfsere Seite gegenüber, 
und umgekehrt b) der gröfseren Seite der gröfsere Winkel, 

Legt man im ersten Falle die Dreiecke so, dafs 
zwei gleiche Seiten in AB einander decken und ^ C^AB 
einen Teil von ^ CAB bildet, so liegen B und C^ 
auf einerlei Seite der Mittellinie zu GACj^^ daher ist 
BG^<BG (§ 19, 2a). 

Im zweiten Fall werden zwei gleiche Seiten m AB 
zur Deckung gebracht, und beide Dreiecke werden auf ^*ff- ^^• 

einerlei Halbebene von AB aus gelegt. Weil dann 
BG^<^BG^ so liegen B und G^ auf einerlei Seite der Mittelsenkrechten 
zu CCt, und da diese durch A geht, so ist <^ G^AB < GAB, 

3. Werm zwei Breiecke in einer Seite übereinstimmen, die anliegenden 
Winkel aber in dem einen Dreieck kleiner sind als in dem andern^ so ist 
die Summe der beiden andern Seiten im ersteren eben- 
falls kleiner als im letzteren. 

Denn wenn die beiden Dreiecke mit den gleichen 
Seiten in AB einander decken, und wenn G und Gy^ nach 
einerlei Seite von AB gelegt sind, so mufs C^ in den 
Winkelraum von BAG, sowie von ABG fallen, weil 

^G^AB<GAB und ^ABG^KABG ^*« »^ 

ist. Verlängert man J-C^ bis zum Schnitt D mit J5(7, so ist 

AGi + G^B<AG + GB 

G^B <G^B+BB 

AG^ + G^B<AG + GB, 






III. Abschnitt. 
Der Kreis. 

Sechstes Kapitel. 

Yergleiohun^ von Strecken und Winkeln am Kreis. 

§ 25. Ein Kreis. 

(Der Kreis als Figur mit einem Mittelpunkt.) 

1. Wenn eine Strecke um einen ihrer Grenzpunkte in der Ebene 
eine volle Drehung (§ 3, 3) macht, so beschreibt ihr anderer Grenz- 
punkt eine Linie, welche Kreis heilst. Der Abstand 
dieses Grenzpunktes vom Drehpunkt bleibt hierbei un- 
verändert (§ 22, la), d. h.: 

Der Kreis ist der Ort aller Punkte einer 
Ebene, welche von einem gegebenen Punkt 
einen gegebenen Abstand haben. *' 

Die gedrehte Strecke heilst Halbmesser (Radius); zwei gegen- 
gerichtete Halbmesser bilden einen Durchmesser (Diamßter). 

ÄUe Halbmesser eines Kreises sind einander gleich, ebenso aUe 
Bwrchmesser, 

Gebrauch des Zirkels. 

2. Da die Grenzpunkte zweier gegengerichteten Halbmesser gleich- 
weit von dem Drehpunkt entfernt sind, so folgt (gemäXs § 9, 4): 

a) Der Kreis hat einen Mittel^punkt (Kreismitte), 
nämlich den Drehpunkt des Halbmessers, der ihn erzeugt. 

Bei der Umdrehung kommt der Teil des Kreises auf der einen 
Seite eines Durchmessers mit dem auf der andern Seite zur Deckung; 
beide Teile heifsen Halbkreise. Also: 

b) Jeder Durchmesser teil/t den Kreis in gwei deckungsfähige Halb- 
kreise. 

3. Nicht allein bei der Umdrehung, auch bei jeder beliebigen 
Drehung des Kreises in seiner Ebene um den Mittelpunkt decken 
einander stets Punkte der neuen und der früheren Lage (§ 22, 3). 
Ein Halbmesser beschreibt hierbei einen Winkel am Mittelpunkt 
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Fig. 91. 



oder Mittelpunktswinkel, und der bewegte Grenzpunkt beschreibt 
einen Teil des B[reises oder Kreisbogen. Der Winkel zweier Halb- 
messer und der in ihm liegende Bogen heilsen ein- 
ander zugehörig. 

Beschreibt bei der Drehung der Ebene der Halb- 
messer MA den Winkel AMA^, so wird von einem 
zweiten Halbmesser MB ein gleicher Winkel (§ 22, 2) 
BMB^ beschrieben und der Winkel AMB deckt 
nach der Drehung den Winkel A^MB^, ebenso aber 

auch der Bogen AB den Bogen A^B^ (§ 22, 3), d. h.: 

Zu gleichen Winkeln am Mittelpunkt gehören gleiche 
Bögen — und umgekehrt. 

Einer nur teilweisen Deckung zweier solchen Winkel entspricht 
auch eine nur teilweise Deckung der zugehörigen Bögen, imd man unter- 
scheidet, entsprechend wie bei Strecken und Winkeln (§ 6, 6 und 
§ 7, 4), gröfsere und kleinere Bögen. Auch lassen sich die Bögen 
eines Kreises zusammensetzen und zerlegen, wie Strecken und Winkel 
(§ 6, 4, 5 und § 7, 3, 4), und zwar entsprechen diese Zusammen- 
setzungen und Zerlegungen genau denen der zugehörigen Winkel am 
Mittelpunkt; daher wird der Bogen zum Messen des Winkels 
gebraucht. 

Anwendung der Teilung des Kreises in Bogen-Grade, -Minuten 
und -Sekunden (§ 7, 6d) bei allen Arten von Winkelmessern. 

4. Indem der Halbmesser die Drehung vollendet, kehrt der be- 
wegte örenzpunkt wieder in seine Anfangslage zurück (§ 3, 4); der 
Kreis ist also eine geschlossene Linie (§ 2, 2 b), er zerlegt die Ebene 
in zwei Teile, einen inneren und einen äufseren; für den inneren 
Teil ist der Kreis zugleich der Umfang (Peripherie). 



§ 26. Kreis, Punkt und Gerade. 

1. Ein Punkt liegt auf einem Kreis oder aufserhalb oder 
innerhalb desselben, je nachdem sein Abstand vom Mittelpunkt 
ebensogrofs oder gröfser oder 
kleiner ist als der Halbmesser 
des Kreises. 

2. Ein Punkt A hat von 
den verschiedenen Punkten des 
Kreises verschiedene Abstände. 
Wenn C und C^ die Grenz- 
punkte des durch A gehenden Durchmessers sind, so ist: 

CA = MA — MC=MA — MB<AB (§ 18,4a) 

und 

C^A^G^M+MA = MB + MA>AB, d.h.: 




Fig. 92. 
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Unter edlen Verbindungsstrecken eines Punktes mit den Punkten 
eines Kreises ist am gröfsten die, welche durch den Mittel/pmüct geht, 
am kleinsten die, deren Verlängerung durch den Mittelpunkt geht. 

Jede dieser beiden Strecken ÄC und ÄC^ heilst Abstand des 
Punktes von dem Kreis. 

3. Eine Gerade habe vom Mittelpunkt M eines 
Kreises, dessen Halbmesser = r, den Abstand MF, ^ 
und Ä sei ein beliebiger weiterer Punkt der Geraden; 
dann ist stets MÄ > MF (§ 18, 3 a). 

a) Wenn nun MF > r, so ist noch mehr 
MÄ > r, d. L alle Punkte einer solchen Geraden ^ 
liegen aufser dem Kreis. 

b) Wenn MF = r, so ist MÄ > r^ d. h. F 
liegt auf dem Kreis, während alle übrigen Punkte 
der Geraden aufser dem Kreis liegen. 

c) Wenn MF < r, so liegt F innerhalb des ^ 
Kreises. Der Kreis aber ist ringsum begrenzt, während 
die von F ausgehenden Gegenstrahlen der Geraden ^jg 93. 
unbegrenzt sind; jeder der letzteren mufs also den 

Kreis in einem Punkt Ä, B schneiden, für welchen MÄ = MB = r 
wird, und es kann keinen dritten Punkt X der Geraden geben derart, 
dafs auch MX = r wäre (§ 18, 3 b). — Hieraus folgt also: 

Wenn der Abstand einer Geraden vom Mittelpunkt eines Kreises 
gröfser, ebensogrofs, kleiner ist als dessen Halbmesser, so hat die Gerade 
keinen Punkt, einen Punkt, zwei Punkte mit dem Kreis gemeinsam. 
Mehr als zwei Punkte können Kreis und Gerade nicht gemeinsam hohen. 

Daher fällt auch kein Teil eines Kreises (Kreisbogen) mit dem 
einer Geraden zusammen, d. h. der Kreis ist eine krumme Linie (§ 3, 1). 




§ 27. Die Sehne und die Berührende des Kreises. 

(Der Kreis als Figur mit einer Mittellinie.) 

!• Die Strecke zwischen zwei Kreispunkten Ä und B 
(Fig. 94) heifst Kxeissehne oder kurz Sehne und wird bezeichnet 
durch ihre Grenzpunkte AB] sie heifst zugehörig zu 
dem durch dieselben Punkte begrenzten Bogen und zu 
dessen Winkel am Mittelpunkt (§ 25, 3). 

Die Grenzpunkte einer Sehne AB und die Kreis- 
mitte M bilden ein gleichschenkeliges JDreieck; dieses 
hat eine Mittellinie, die nach § 17, 3 auf verschiedene 
Weise bestimmt werden kann; nach § 25, 3 mufs sie 
dann auch durch die Mitte des Bogens AB gehen. 

Bei einer Sehne im Kreis fallen auf eine Gerade a) die 
Mittelsenkrechte der Sehne, b) die Halbierende des zu^ 




Fig. 94. 
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gehörigen Winkels am Mittelpunkt, c) die Senkrechte von der 
Kreismitte nach der Sehne, d) die Verbindungsgerade des Mittdpunktes 
des Kreises mit dem der Sehne und e) mit dem des Bogens. 

2. a) Aus der Vereinigung von c) und d) folgt, mit Bücksicht 
auf § 11, 5 a: 

Parallele Sehnen werden durch den m ihnen serikrechten Durch- 
messer halbiert, 

b) Hieraus aber ergiebt sich (§ 15, 3 a): 

Jeder Durchmesser ist eine Mittellinie des Kreises. 

Die Umwendung um einen Durchmesser bringt die durch letzteren 
begrenzten Halbkreise zur Deckung. 

Zwei zu einander senkrechte Durchmesser teilen den Kreis in 
Viertelskreise (Quadranten). 

3. Wird eine den Kreis schneidende Gerade um einen ihrer 
Schnittpunkte so gedreht, dafs der andere sich dem ersteren nähert, 
so tritt schließlich eine Grenzlage ein, bei welcher die Schnittpunkte 
zusammenfallen in einen. 

Eine Gerade heilst Berührende oder Tangente in einem 
Punkt einer krummen Linie in der Lage, der sich die um 
den Punkt drehende Gerade unbeschränkt nähert, wenn ein 
zweiter Schnittpunkt der geraden und krummen Linie dem 
Drehpunkt unbeschränkt nahe kommt. Dieser Punkt heifst der 
Berührungspunkt. 

4. -Da ein Kreis und eine Gerade nur zwei Schnittpunkte ge- 
meinsam haben können (§ 26, 3), diese aber bei der Berührenden in 
einen zusammenfallen, so folgt: 

a) Eine Berührende hat mit dem Kreis nur den Berührungspunkt 
gemeinsam. 

Im übrigen mufe die Berührende außerhalb des Kreiss verlaufen; 
es muls also jeder ihrer Punkte um mehr als den Halbmesser vom 
Mittelpunkt entfernt sein. Daher ßUt der Pulspunkt der vom Mittel- 
punkt auf die Berührende gefäUten Senkrechten (§ 18, 3 a) mit dem 
Berührungspunkt zusammen (vgl. § 26, 3 b). Somit gilt: 

Ib) Eine Berührende und der Halbmesser ihres Be- 
rührungspunktes sind senkrecht siu einander. 

6. Die Verbindungsstrecke der Berührungspunkte A und A^ 
zweier Berührenden (Fig. 95) heifst deren 

Berührungssehne. ^"^">>^^ 

Beim Umwenden um die Mittellinie /" 

zu AMA^ fäUt nun wegen der Gleichheit / 

der rechten Winkel ^MAS auf MA^^S ( — ^ 

(§ 17,4 a'), d. h.: V 

a) Die Mittellinie zweier Punkte eines ^^ 
Kreises ist auch Mittellinie ihrer Berührenden. 
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Diese schneiden einander somit auf der Mittellinie, und beim 
Umwenden fällt SÄ auf 8Ä^ (§ 16, 3), d. h.: 

b) Die Strecken ssweier Berührenden von einem Punkt his mm 
Kreis sind einander gleich. 

Femer folgt als Erweiterung von 1: 

c) Wird ein Kreis dwrch zwei Punkte geteilt, so fallen auf eine 
einzige Gerade a) die Kräsmitte, ß) die Mitte der Sehne zwischen beiden 
Punkten, y) die Mitten der Bögen, d) der Schnittpunkt der Berührenden^ 
— und zwar ist diese Gerade zugleich a^ die Mittelsenkrechte der Sehne, 
ß^) die Winkelhalbierende der Berührenden und y^) die Winkelhalbierende 
der Halbmesser beider Punkte. 

6. Für die Grenzpunkte eines Durchmessers ergiebt sich noch: 

a) Die Berührenden an den Grenzpunkten eines Durchmessers sind 
parallel und liegen gegengesetzt in Bezug auf die Kreismitte, 

und umgekehrt: 

b) Die Berührungspunkte paralleler Berührenden sind die Grenz- 
punkte eines Durchmessers. 

§ 28. Vergleichnng zweier Sehnen. 

1. Wir betrachten zuerst zwei gleiche Sehnen. 

Gleiche Sehnen erhält man sofort als zugehörig zu gleichen 
Bögen, da bei der Deckung der Grenzpunkte der Bögen auch die 
Strecken zusammenfallen. Mit Rücksicht auf § 25, 3 folgt somit: 

a) Zu gleichen Bögen oder Winkeln am 
Mittelpunkt gehören gleiche Sehnen^ 
und umgekehrt gilt: 

b) Zu gleichen Sehnen gehören gleiche 
Winkel am Mittelpunkt und gleiche Bögen 
je auf der Seite des Mittelpunkts oder je 
auf der andern Seite der Sehnen; ^^ 
denn wenn AB = A^B^ ist, so kann durch die 

Drehung um ^AMA^ das AAMB auf A^MB^ gebracht werden 
gemäls § 23, l c. 

2. Gleiche Sehnen und Bögen erhält man auch, indem man zwei 
beliebige parallele Sehnen zieht, etwa AAj^ \\ BB^ ; da nämlich der 
zu AA^ und BBj^ senkrechte Durchmesser Mittellinie des Kreises 
ist (§ 27, 2 b), so fällt beim Umwenden um ihn auch 

AB auf Aj^Bj^ und zugleich AB auf A^B^^ d. h.: ^a/^^^^^^^^^^^ 

a) Wenn zwei Sehnen parallel sind, so liegen zwischen If"" \ \ 
ihnen gleiche Sehnen und Bögen. ü \ — -^ 

Umgekehrt: ^\. \ >/ 

b) Wenn zwei Sehnen oder Bögen gleich sind, so \ 
liegen sie zwischen parallden Sehnen, Fig. 97. 
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Denn (Fig. 97) in Bezug auf den zu AA^ senkrechten Durchmesser ist 

A A -4i und Bogen AB A A^B^ (§ 27, 2b), da nur gleiche Bögen 

• beiderseits gleich liegen; somit ist B A B^ und BB^ senkrecht zum 

Durchmesser (§ 15, 3 a), also BB^ \\ AA^ . 

3. In Bezug auf die Lage gleicher Sehnen zum 
Mittelpunkt gilt: 

a) Gleiche Sehnen haben gleiche Abstände vom Mittel- 
punkt des Kreises; 

denn durch eine Drehung um M können die gleichen 
Bögen AB und A^B^ zur Deckung gebracht werden; 
dann fallen auch die Sehnen AB = A^B^ aufeinander und ebenso 
ihre Senkrechten yon M aus (§ 22, 5). 

Umgekehrt: 

b) Sehnen, welche vom Mittel/punkt eines Kreises gleiche Entfernung 
haben y sind gleich'^ 

denn wenn MG±.ABy MGy^l.A^By^ und MG = MG^, so kommen 
durch die Drehung um M im Betrag des Winkels CMG^ die 
Strecke MC auf MC^, ^MGA auf MG^A-, es fäUt somit die (un- 
begrenzte) Gerade AB auf A^B^, Da aber bei der Drehung die 
Punkte des Kreises auf dem Kreis bleiben, so müssen die Schnitt- 
punkte des Kreises mit AB auf die mit A^B^ fallen. 

4. Nun sollen ungleiche Sehnen betrachtet werden. -3r^ 

Es sei AB^ ein Teil von AB^ jedoch AB nicht gröfser als 
der Halbkreis. Dann liegen j?^ und A auf dem Halbkreis 
einerseits BC^ also auch einerseits des Durchmessers XF, 
der die Mittelsenkrechte zu BB^ ist. Somit ist (§ 19, 2 a) 
AB '^ AB^, Würden die xmgleichen Bögen nicht wie eben 
von demselben Punkt A ausgehen, so könnte man den 
einen zuvor um den Mittelpunkt drehen, bis dies der Fall ist; dann gilt 
wieder die vorige Überlegung. 

Umgekehrt: wenn die Sehne AB > AB^^, so kann nicht AB = AB^ 

und auch nicht AB < AB^ sein, weil sonst AB = AB^ (ib) oder, wie 

eben bewiesen, AB<^AB^ sein müfste; es kann also nur AB > AB^ sein. 
Wir folgern: 

a) Zum gröfseren Bogen eines Kreises gehört die gröfsere Sehne wnd 
umgekehrt, falls die Bögen nicht gröfser als der Hälhhreis sind. 

b) Zum Halbkreis selbst gehört also auch die gröfste Sehne, d. h.: 
Der Durchmesser ist die gröfste Seh/ne im Kreis, 

6. Verschieden grofse Sehnen erhält man auch durch Annahme ver- 
schiedener Entfernungen derselben von der Ereismitte. Dreht man dann 
die Sehnen in Parallellage (Fig. 100), so kommen die Senkrechten MA^ 

Henrioi u. Treutlein, Lehrb..d. Elem.-Oeometrie. I. 3. Aufl. 4 
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und MB^ in einerlei Bichtung, ohne Änderang ihrer Gröfse; wenn dann 
MB^ > MA^^ so liegt BB^ auf der vom Mittelpunkt abgewendeten 
Seite von AA^^^ begrenzt also nur eiiien Teil des Bogens 
AAj^] d. h.: 

Von zwei Sehnen ist die mit Tdemerem Abstand vom 
MiUdfpvmkt die gröfsere — und umgekehrt; 
letzteres, weil, wenn AA^'^ BB^ ist, dann nicht 
MA^ = MB^ (3) und nicht MA^ > MB^ sein kann. 

6« Wählt man unter sämtlichen Sehnen, welche durch 
einen innerhalb eines Kreises liegenden Punkt A möglich 
sind, eine beliebige BC (Fig. 101), femer den Durch- 
messer durch A und die zu demselben senkrechte Sehne 
Zr, so ist die zu JBC Senkrechte MF<MA (§ 18,3a), 
also (5) ist J^O X T; d. h. : 

Von aUen Seh/nen, welche durch einen (innerhcdb 
eines Kreises gelegenen) Punkt gehen, ist die guntJDurc^- 
messer jenes Punktes senkrechte Sehne die kleinste. 





Flg. 101. 



§ 29. Winkel im Kreis. 

1. Beim Kreis werden auch sog. Umfangswinkel betrachtet, 
d. h. Winkel, deren Scheitel auf dem Kreis selbst liegen 
(z. B. a in Fig. 103). Gehen von einem Punkt des Kreises eine 
Sehne und ein Halbstrahl der Berührenden aus, so heifst der Um- 
fangswinkel auch Berührungswinkel (z. B. a in Fig. 102). Auch 
hier (wie § 25, 3) heiTsen der Umfangs- oder der Berührungswinkel 
und der zwischen seinen Schenkeln liegende Bogen (sowie dessen Sehne) 
einander zugehörig. 

2. Es sei ^ a (Fig. 102) ein Berührungs- 
winkel. Wird der zugehörige Mittelpunktswinkel 2ß 
halbiert, so ist 

(§14, 3b), 



aber auch 



^y + /3 = iJ 



B 



(§27, 4b), 
d. h.: 




Fig. 102. 



^y + cc' 
also: <^a = /3. 

Ein BerührungswinUel ist halb so grofs als der zu 
seinem Bogen gehörige Winkel am Mittelpunkt. 

3. a) Es sei ^ a (Fig. 103) ein 
beliebiger Umfangswinkel und a ^-"" /^^*E^ X / ^, fiAB 
der auf demselben Bogen stehende 
Winkel am Mittelpunkt. Zieht man 
im Scheitel von a die Berührende, 
so entstehen hier zwei neue Winkel 




§ 29. 
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ß und y, deren zugehörige Mittelpunktswinkel ß' und y' sind. 
Nun ist: 



^ß + a + y = 2B = 
es ist aber auch (2): 



2 ' 



also ist: 



a 



^ö^= IT; 



2 ' 

d. h.: 



JS^ TPmfangswinhel ist halb so grofs als der zu seinem 
Bogen gehörige Winkel a/m Mittelpunkt. 

b) Wenn der Winkel am Mittelpunkt seine Gröfse ändert^ so 
ändert sich entsprechend auch der zugehörige ümfangswinkel; erreicht 
ersterer die Gröfee von 2By so wird letzterer lü, d. h.: 

Ein Ümfangswinkel zu einem Halbkreis (oder Hber 
einem Durchmesser) ist ein ßechter. 

Wächst der Mittelpunktswinkel über 2B, so wird der zugehörige 
ümfangswinkel gröfeer als liJ, und wenn letzterer zwischen seinen 
Schenkeln den ganzen Umfang entMlt^ so wird er = 2jB. 

4. a) Aus den Sätzen in 2 und 3 folgt: 

Ein Vmfangs- u/n/A ein Berührungswinkel zu dem-- 
selben Bogen (oder zfti derselben Sehne) sind einander gleich, 
ebenso die zu gleichen Bögen oder Sehnen. 

b) Weil femer auf einem Bogen nur ein Mittel- 
punktswinkel, aber unendKch viele ümfangswinkel 
stehen können (Fig. 104), so ergiebt sich sofort: 

AUe Ümfangswinkel eines Bogens oder 
einer Sehne (oder solche zu gleichen Bögen 
oder Sehnen) sind einander gleich. 

Jede Ereissehne erscheint somit von sämtlichen Punkten des 
einen durch sie abgeschnittenen Bogens aus betrachtet unter dem- 
selben Winkel (Fig. 104). 

6. Gehen wir weiter zu dem Winkel zweier 
den Kreis schneidenden Geraden, dessen Scheitel 
innerhalb oder aufserhalb des Ereises liegt, 
so zeigt die Figur 105, dais (§ 14, 2 a) für 
den ersteren -^ a == ^ -j- y , für den letzteren 
^a'=|8'— / ist, d.h.: 

Der WifÄd zweier einen Kreis schneidenden 
Geraden ist a) hei einem in/nerhcUb liegenden Scheitel gleich der Summe 
der Ümfangswinkel der im Wirikd und seinem Scheitelwinkel liegenden 
Bögen, b) bei einem aufserhalb liegenden Scheitel gleich dem Unterschied 
der Ümfangswinkel der in dem Winkel liegenden Bögen. 




Fig. 104. 




Fig. 105. 
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Fig. 106. 



6. Hieraus folgt, dafs von allen Winkeln, deren Schenkel durch 
die Grenzpunkte einer Sehne AB (Fig. 106) gehen, keiner von der 
Grö&e des Berührungs- oder Umfangswinkels a 
der Sehne sein kann, falls der Scheitel aulserhalb 
oder innerhalb des Kreises liegt. Also: 

a) Der Ort der Scheitel aMer Winkel von ge- 
gebener Crröfse, deren Schenkel eine gegebene Strecke 
begrenzen, ist auf jeder Seite der Strecke der Kreis- 
bogen, dessen Ergänzung mm Kreis die Strecke als 
Sehne und den gegebenen Winkel als Berührungs- 
mnkel hat 

Als besonderer Fall von a) folgt: 

b) Der Ort der Spitzen aller rechtwinkeligen 
Dreiecke mit gegebener Hypotenuse als Gegenseite 
ist der um die letztere als Durchmesser beschriebene 
Kreis. 

Zusatz. Die Sätze in 4b und 6 lassen sich noch 
anders gewinnen und deuten. Wenn nämlich a^ und 
6i zwei durch denselben Punkt 8^ der Kreislinie 
gehende Gerade sind und «2» ^2 ^® durch 8^ nach 
den Schnittpunkten der ersteren mit dem Kreis 
gehenden Geraden, und wenn t die Berührende in 8^ , 
f der Scheitelstrahl 8^8^ , so ist: 

^ ta^ = fa^ und <^ tb^ = fb^ (4 a), 
also: 

-^ (^&i — ta^ = fb^ — fa^ oder: ^ «i^ = Og^^g ; 
d. h.: 

a) Drehen sich zwei Gerade um zwei Funkte eines Kreises so, dafs 
sie einander stets m einem weiteren Kreispu/nkt sdvnddm, so drehen sie 
sich gleichzeitig um gleiche Winkel — 

oder: 

a') Irgend zwei Punkte eines Kreises sind die Mittdpunkte zweier 
deckungsfähigen gleichwendigen StraMenbüschd, deren entsprechende Strahlen 
einander in den übrigen Punkten des Kreises schneiden; dabei entsprechen 
dem Scheitelstrahl beider Büschel wechselseitig die in den Scheitel/n gezogenen 
Berührenden, 

Der Satz 6a läfst sich dann auch als Umkehrung hiervon auffassen: 

b) Die Schnittpunkte entsprechender Strahlen zweier dechmgsfähigen 
gleidmendigen StraMenbüschd bilden einen durch die Scheitel derselben 
gehenden Kreis. 

7* Schlielslich sei ß (Fig. 108) der Winkel zweier Berührenden 
t^ und ^ und a sei der Winkel ihrer Berührungshalbmesser r^ und r^ . 
Dann ist^ weil ^^ ± r^ und t^A.r^^ im Vierseit t^r^r^t^ 




Fig. 107. 




Fig. 108. 
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^« + /J = 2B (§14,5), 
d. h.: 

Der Wmkel zweier berührenden Halb' 
stählen ergänzt den WinJcel der zitgehörigen 
Berührtmgshalbinesser zu 2B. 

Mit Bücksicht auf § 28^ i folgt hieraus: 

b) 2ht gleichen Winkeln von Berührenden eines Kreises gehören 

gleiche (MitteljmnlctsmnJcel und) Sehnen und Bögen — und umgekehrt 

Zusatz. Bücken die Berührungspunkte der beiden Berührenden mehr 
und mehr zusanmien, so wird schliefslich a :»= 0, ß = 2It werden, d. h. 
der Schnittpunkt der beiden Berührenden föllt in den Berührungspunkt; 
beide bilden eine einzige Berührende. 



§ 30. Zwei Kreise. 

1. Zwei Kreise mit gleichen HdEbmessem sind deckwngsfähig; 
sie decken sich^ sobald ihre Mittelpunkte auf einander fallen. Daher 
gelten die im Vorangehenden gegebenen Beziehungen der Gröfeen-von 
Strecken, Winkeln und Bögen eines Kreises auch für zwei Kreise 
von gleichen Halbmessern. 

2. Zwei Kreise haben entweder denselben Mittelpunkt (sog. 
konzentrische Kreise) oder sie haben verschiedene Mittelpunkte. Im 
letzteren Fall ist deren Verbindungsgerade Mittellinie für jeden der 
beiden Bj-eise (§ 27, 2 b); somit gilt: 

Die Gerade durch die Mittelpunkte zweier Kreise ist Mittellinie für 
beide zugleich. 

Wenn von dieser Mittellinie als öröfse 
die Brode ist, soll die durch die Kreis- 
mitten begrenzte Strecke gemeint sein. 

3. a) Liegen zwei Kreise, deren Mittel- 
punkte M^ und M^ und deren Halbmesser 
r^ und r, sind, ganz aufser einander, 
so ist M^M^ > (r^ + r^), weil für einen Punkt P auf M^M^, welcher 
au&erhalb beider Kreise liegt, JfiP>ri, PM^>r^ ist (§ 26, l). 

b) Umgekehrt: wenn M^M^ > (r^ + r^), so sei X der auf Mj^M^ 
liegende Punkt des Kreises um M^. Dann ist: 

M^M^ — XJfg > ^1 + ^2 — ^8 öder Jf^X > r^ , 

d. h. X liegt aufserhalb des Kreises um Jf^, somit auch nach § 26, 2 
jeder andere Punkt des Kreises um M^. Folglich gilt der Satz: 

Wenn die Mitteßmie zweier Kreise gröfser ist als die Summe ihrer 
Salbmesser, so liegen die Kreise ganz aufser einander. 

Von der in Fig. 109 a dargestellten Lage aus lassen sich alle 
möglichen Arten der Lage beider Kreise dadurch gewinnen, dafs 




Eig. 109 a. 
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Flg. 109 b. 



man den einen Kreis, etwa den um M^, so verschiebt, daJb sein 
Mittelpunkt auf der Mittellinie gegen M^ hin sich bewegt. 

4. Hierbei kann der Fall eintreten, dafs beide Kreise einen 
Punkt gemeinsam haben. Dann haben sie noch einen zweiten 
Punkt gemeinsam, der mit dem ersten der. Mittellinie zugeordnet 
ist (2); wollte man aber annehmen, dafe es noch einen dritten ge- 
meinsamen Punkt ^be, dafs also zwei gemeinsame Punkte auf der- 
selben Seite der Mittellinie lägen, so müfete ihre Mittelsenkrechte 
durch beide Kreismitten gehen (§ 27, l), müfste also Mittellinie sein, 
was der Annahme widerspricht. Also: 

Zwei Kreise haben höchstens zwei Punkte 
gemeinsam; deren Mittelsenkrechte ist die Mittel- 
linie der Kreise. 

5« Liegt ein gemeinsamer Punkt auf 
der Mittellinie (Fig. 109 b), so ist die in 
diesem Punkt zur Mittellinie errichtete Senk- 
rechte Berührende für jeden der Kreise (§27, 4b). 

Man sagt von zwei krummen Linien: „sie berühren ein- 
ander ^^, wenn sie eine gemeinsame Berührende mit gemeinsamem 
Berührungspunkt haben. Demnach gilt der Satz: 

a) JEHn gemeinsamer Punkt zweier Kreise auf der Mittellinie der- 
selben ist Beruhru/ngspunkt heider Kreise, und die Kreise haben dann 
keinen weiteren Pu/nkt gemeinsam; 

denn die Senkrechte zur Mittellinie in diesem Punkt berührt beide 
Kreise (§ 27, 4 b), und einen zweiten Punkt können die beiden Kreise 
nicht gemeinsam haben, da in diesem Fall die Mittellinie senkrecht 
zu ihrer Sehne sein mülste (4), was der Annahme widerspricht. 

b) Ein Berührungspunkt kann auch nicht seitwärts von der Mittel- 
linie liegen, da die beiden Halbmesser im Berührungspunkt als Senk- 
rechte zur Berührenden auf einer Geraden liegen (§ 27, 4 b), d. h.: 

Zwei Kreise können nur einen Berühnmgspunkt haben, und dieser 
liegt auf ihrer Mittellinie. 

6. a) Wird der eine Kreis aus der Lage in Fig. 109 b so gegen 
den andern verschoben, dafs beide Kreise zwei nicht zusanmienfaUende 
gemeinsame Punkte, d. h. (§ 2, 2 c) dafs sie zwei Schnittpunkte 8 
und 8^ haben, so ist im Dreieck M^M^8 
(§ 18, 4a) M^M^ <{M^8+ M^S) oder: 



-afiJf,< (r, + r,). 




und zugleich: 



M^M^ > (r^ — r^), d. h.: Fig. io9c. 

Werm zwei Kreise einander schneiden, so ist ihre Mittellinie Meiner 
als die Summe und gröfser als der Unterschied ihrer Salbmesser. 



§30. 
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b) Umgekehrt: wenn 

(Xi + ^2) > -Ml -3^2 > (^1 — ^2); 
so läfst sich aus M^M^^ r^ und r^ ein Dreieck M^JM^S bilden, dessen 

Eck S auf den Kreisen von M^ und M^ liegt, deren Halbmesser r^ 

und r^ sind. Demnach: 

Wenn die Mittellinie zweier Kreise Meiner als die Summe und 
gröfser als der Unterschied ihrer Halbmesser istj so schneiden die Kreise 
ema/nder. 

Die Strecke S8^ zwischen den Schnittpunkten beider Kreise 
heilst deren gemeinsame Sehne; zu ihr ist die Mittellinie der 
Kreise Mittelsenkrechte (4). 

?• a) Wird der Kreis M^ in seitheriger Rich- 
tung weiter verschoben, bis wieder beide Schnitt- 
punkte in einen zusammenfallen (Fig. 109 d), so er- 
scheint im Vergleich zu Fig. 109 b der Kreis M^ 
um die gemeinsame Berührende umgewendet. 

Liegen beide Kreise auf verschiedenen Seiten 
der gemeinsamen Berührenden, so findet eine 
aus schlief sende (Fig. 109 b), liegen sie beide auf derselben Seite, 
so findet eine einschliefsende Berührung (Fig. 109 d) statt. 
Hierbei ist ersichtlich: 

Bei ausschliefsender Berührung zweier Kreise ist deren Mittellinie 
gleich der Summe ihrer Halbmesser, hei einschliefsender Berührung ist 
sie gleich deren Unterschied, 

b) Umgekehrt: wenn 

M^M^ = r^ + r^y 
und wenn für einen Punkt P der Mittellinie J!fi P = ^i , so ist im 
ersten Fall PM^ = r^ , 

und im zweiten Fall M^P = r^y 

d. h. beidemale fallen auf der Mittellinie die Endpunkte zweier Halb- 
messer zusammen; die hier errichtete Senkrechte zur Mittellinie mufs 
also gemeinsame Berührende sein. Hieraus folgt: 

Wenn die Mittellinie zweier Kreise gleich der Summe ihrer HaXb- 
messet ist, so berühren sie einander ausschliefsend; ist sie gleich dem 
Unterschied der Halbmesser, so berühren die Kreise einander einschliefsend, 

8. Rückt der Mittelpunkt des zweiten Kreises dem des ersten 
noch näher (Fig. 109 e), so wird 

M,M,<(r,-r,), 
und wenn nun Y derjenige Punkt des Kreises um 
M2 ist, welcher auf der Mittellinie in der Verlänge- 
rung von M^M^ liegt, so ist 

M^M^ + M^ Y< r^ — r^ + r^ 
oder: Jtfi F < r^ , pig. 109 e. 
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d. h. Fliegt innerhalb des Kreises um M^, somit auch 
(§ 26, 2) jeder andere Punkt des Kreises um J£ 
Hieraus folgt also: 

Wenn die MitteUinie zweier Kreise Meiner ist als 
der Unterschied ihrer Halbmesser, so liegt der Kleinere 
Kreis ganz innerhalb des gröfseren. 

r 1, ?; ^^''''}^''^ weiteren Verschieben des Kreises um M, schliefs- 
bch Jf,Jf =0 ^rd (Fig. 109 f), so faUen die beiden Mittelpunkte 
zusammen (konzentrische Kreise). 




Flg. 109 f. 



Siebentes Kapitel. 

Lösung von Aufgaben durch Gerade und Kreis und deren 

Schnittpunkte. 

§ 31. Die Zeichenanfgabe. 
P as Zeichn en Ton Winkel und Dreieck. 

1. Die geometrische Zeicftfifeatg,. Ig^angt eine Figur zu zeichne a 
(konstruieren), welche gewisse Bedingungen emhcj^[2:n beschränkt sich 
hierbei auf die Anwendung der Geraden und des Kreib(des Lineals 
und Zirkels); es wird somit nur die Möglichkeit vorausgesetzi) dunj^ ^ 
zwei Funkte eine Gerade zu ziehen, b) um einen Funkt mit g^gi^ .^jq 
Halbmesser einen Kreis zu zeichnen (insbesondere eine Strecke abzutral ^n 
wobei es jeweils noch darauf ankommt, c) die Schnittpunkte dert. -g. 
zeichneten Linien aufzufinden. \ 

Die in einer Aufgabe gegebenen Bedingungen heifsen ihre 1% 
Stimmungsstücke. Durch dieselben wird die Aufgabe entweder bt,. 
stimmt, und zwar eindeutig, wenn nur ein Ergebnis möglich, mehr- 
deutig, wenn deren mehrere möglich sind, oder die Aufgabe heifst 
unbestimmt, wenn sie eine unendliche Zahl von Lösungen zuläfst. 
Sind mehr Bedingungen gegeben, als für die eindeutige Bestinmiung der 
Aufgabe notwendig sind^ so heilst die Aufgabe überbestimmt, und die 
Lösung wird dann im allgemeinen unmöglich. 

Unmöglich sind nämlich solche Aufgaben, deren Bestimmungsstücke 
einander oder den Forderungen der Aufgabe widersprechen. 

2. Die Lösung der Aufgabe wird durch die Anleitung (Analysis) 
yorbereitet. Man zeichnet hierbei eine yorläufig als richtig geltende 
Figur, welche die gegebenen Stücke und die gesuchte Lösung darstellt, 
fafst sowohl die in ihr gegebenen Stücke als die gesuchten ins Auge 
und sucht die fraglichen Stücke gemäfs Folgerungen bekannter Lehrsätze 
in Beziehung zu den gegebenen zu bringen, indem man untersucht, welche 
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Stücke zugleich mit den gegebenen Stücken bestimmt sind. Solche mit- 
bestinunte Stücke (Data) lassen sich aus den Lehrsätzen entnehmen, 
welche die gegebenen Stücke in ihrer Annahme (§ 5,4) enthalten. Zur 
Aneinanderreihung solcher Sätze und mitbestimmten Stücke müssen oft 
Punkte der Figur durch Hülfslinien verbunden werden. Nachdem man 
die Abhängigkeit der £raglichen Stücke von den gegebenen erkannt hat, 
geht die Ausführung (Konstruktion) der Aufgabe vom Bekannten mittels 
der mitbestimmten Stücke zum Gesuchten. In gleicher Ordnung wird der 
Beweis dafür gefiüirt, dafs die Lösung den Anforderungen der Aufgabe ent- 
spricht. Schlielslich wird in der Abgrenzung (Determination) der Auf- 
gabe untersucht, ob die Aufgabe ein- oder mehrdeutig bestinunt ist; es 
wird zunächst die Zahl der möglichen Lösungen unter den gegebenen 
Bedingungen im allgemeinen, dann werden die unter diesen enthaltenen 
besonderen Bedingungen gesucht, welche eine Beschränkung dieser Zahl 
bewirken, und es werden die Abänderungen des Lösungsverfahrens unter 
solchen Bedingungen ins Auge gefafst; schlielslich werden noch diejenigen 
Bedingungen aufgestellt, unter welchen die Lösung unmöglich ist. 

3« Wenn die Lage eines Punktes nur durch eine Bestimmung 
angegeben ist, welcher eine unendliche Anzahl von Punkten entspricht, 
so heilst die Gesamtheit dieser Punkte der (geometrische) Ort der 
Punkte. 

Aufser den in § 19, 6 und § 29, 6 angegebenen Oertem sind 
besonders zu merken: 

Der Ort der PunJde einer Ebene, welche einen gegebenen. Abstand 
haben 

a) von einem Funkt, ist ein Kreis um diesen Punkt mit jenem 
Abstand als Halbmesser; 

b) von einer Geraden, ist das Taar von Parallelen zu dieser Ge- 
raden in dem gegebenen Abstand; 

c) von einem Ereis^ ist das Paar Kreise, welche mit der Summe 
und dem Unterschied des gegebenen Abstandes u/nd des Halbmessers vom 
Mittelpunkt des Kreises aus beschHeben werden (§ 26, 2). 

Ist die Lage eines Punktes durch zwei (gesondert in Betracht 
zu ziehende) Orter bestimmt, so liegt der gesuchte Punkt im Schnitt- 
punkt der betreffenden Orter oder Linien. 

4. Die Aufgabe, einen Punkt X m be- sjT,. 

stimmen, dessen Entfernungen a und b von zwei 
gegebenen Punkten A u/nd B bestimmt sind, wird 

hiemach in folgender Weise gelöst. Der Punkt X i^a j 1 

mufs, da seine Entfernung von A gleich a ist, "^ ' ^ 

auf einem um^ mit a als Halbmesser beschriebenen 

Ejeis liegen (3 a), aus gleichem Grund auf 

einem um JB mit b beschriebenen Kreis. Nach ^ig. xio. 











Fig. 111. 
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dem Zeichnen der beiden Kreise ergeben sich deren Schnittpunkte^ 
welche die Aufgabe lösen. 

Abgrenzung. Es ergeben sich zwei Punkte, wenn a + 6 > AB 
und a — 6 < AB (§ 30, 6 b), nur ein Punkt zwischen A und J5, 
wenn a + ^ = -^-ß? ^^^^ ^^^ ^^ Punkt auf der Verlängerung von AB, 
wenn a — b = AB ist (§ 30, 7 b); in den beiden letzten Fallen ge- 
nügt ein Abtragen der Strecke a von A aus auf AB. Die Lösung 
ist unmöglich, wenn a + 6 < AB oder a — 6 > AB, 

5. Die Lage einer Geraden ist bestimmt durch ihren Schnitir 
punkt und Winkel mit einer gegebenen Geraden. Dies föhrt zu der 
Aufgabe: JEHne Gerade in einem gegebenen Punkt A^ einer Geraden 
A^B^ unter bestimmtem Winkel a anmdragen. 

Anleitung. Beschreibt 
man als Hülfslinie in den ge- 
gebenen Winkel einen Kreis- 
bogen TZ vom Scheitel A des 
Winkels aus, so entspricht ihm 
ein von A^ aus mit dem gleichen 
Halbmesser beschriebener Bo- 
gen T^Z^] beide Bögen müssen 
gleich sein (§ 25, 3 und § 30, i) und somit auch ihre Sehnen; durch 
den zweiten Grenzpunkt der Sehne ist der zweite Schenkel des Winkels 
bestimmt. 

Ausführung. Man beschreibt mit einem und demselben übrigens 
beliebigen Halbmesser von den Scheiteln A und -4^ aus je einen Kreis- 
bogen, nimmt die Sehne TZ des in dem gegebenen Winkel liegenden 
Bogens und tragt dieselbe als Sehne T^Z^ von dem gegebenen Strahl 
A^Bj^ aus in den andern Bogen ein; dann zieht man die Verbindungs- 
gerade A^Zj^. 

Beweis. Da die Halbmesser beider Bögen einander gleich sind, 
so gehören in beiden Kreisen (§ 30, i) zu gleichen Sehnen gleiche 
Winkel am Mittelpunkt (§ 28, ib). — Oder man benütze § 23, ic und 2. 

Abgrenzung. Die Lösung der Aufgabe ist stets möglich. Sie 
ist vierdeutig bestimmt, solange nicht darüber verfügt ist, auf welcher 
Seite und an welchen Halbstrahl der Geraden der Winkel angetragen 
werden soll; wird die Seite oder der Halbstrahl bestimmt, so ist die 
Aufgabe zweideutig; werden Seite und Halbstrahl der Geraden bestimmt, 
so ist sie eindeutig. 

6. a) Die in 4 gegebene Aufgabe stimmt mit der überein: Ein 
Dreieck zu zeichnen a/m drei gegebenen Seiten. 

b) Die Aufgabe in 5 löst auch die Aufgabe: Ein Breieck aus 
zwei Seiten und dem eingeschlossenen Winkel zu zeichnen. 

c) Sind von einem, Dreieck eine Seite wnd die beiden a/nUegenden 
Winkd gegeben (deren Summe natürlich kleiner als 2i2 sein muis). 



§ 31. 32. 
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so werden an die gegebene Strecke in deren Grenzpunkten die beiden 
Winkel einerseits angetragen; ist ein der Seite anliegender und ein 
gegenüberliegender Winkel gegeben^ so ist auch der dritte Winkel 
ein mitbestimmtes Stück (§ 14^ i) und wird zuerst als Nebenwinkel 
zur Summe der beiden gegebenen Winkel gezeichnet. 

.d) Sind zwei Seiten a tmd b tmd der 
Gegenwinkel a der einen dieser Seiten a ge- 
geben, so tragt man auf dem einen Schenkel 
dieses Winkels die Seite b an und beschreibt 
vom Endpunkt dieser Strecke mit a einen 
Kreisbogen^ der den andern Schenkel ent- 
weder zweimal schneidet, so dafs die Aufgabe zweideutig ist (indem 
ihr als Lösung ein spitz- und ein stumpfwinkeliges Dreieck entspricht, 
§ 23, 1 d), oder berührt (so dals ein rechtwinkeliges Dreieck entsteht) 
oder nur einmal triflt, indem a = b oder a>b (wobei der zweite 
Schnittpunkt auf den Gegenstrahl des Schenkels von a fällt), in 
welchen beiden Fällen die Aufgabe eindeutig bestimmt ist; sie wird 
unmöglich für den Fall, dafs a kleiner als die vom Endpunkt von b 
auf den andern Schenkel gezogene Senkrechte ist (§ 18, 3 a). 



Fig. 112. 



/ 






J 



§ 32. Halbieren von Strecke und Winkel, Zeichnen Ton Senkrechten 

und Parallelen. 

!• Aufgabe. Die Mittelsenhrechte (Mitte) zu einer gegebenen 
Strecke AB ist zu zeichnen. 

Anleitung. Ein Punkt X auf der Mittel- 
senkrechten in irgend einer Entfernung ÄX von 
Ä (welche grölser als die Hälfte von AB) hat 
von B die gleiche Entfernung. 

Ausführung. Man zeichnet einen Schnitt- 
punkt zweier Kreisbögen, die von Ä und B mit 
gleichem Halbmesser beschrieben werden. Dieser 
Punkt und der zweite Schnittpunkt der betreffen- 
den Kreise oder auch zweier Kreise mit einem 
andern Halbmesser geben die Lage der Mittelsenkrechten an. 

Beweis. Da ÄX= XJ5, so liegt X auf der Mittelsenkrechten 
zu AB (§ 19, ib), ebenso X^. 

Abgrenzung. Die Aufgabe hat stets eine einzige Lösung. 

2. Aufgabe. Die Halbierende eines gegebenen Winkels ist zu 
zeichnen. 

Anleitung. Zu zwei Punkten A und B der 
Schenkel in gleichem Abstand vom Scheitel ist 
die fragliche Halbierende Mittelsenkrechte; daher 
die Ausführung gemäb 1. Es genügt die Be- 
stimmung eines Punktes wie X 



1* 

Fig. 113. 
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so ist ^ = 
\ u. s. w.; 

\^ 
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Fig. 115. 
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Die Aufgabe, einen beliebigen Winkel in drei gleiche Teile zu teilen 
(seit der Zeit der altgriechischen Mathematiker berOhmt und schon um 
420 y. Chr. durch krumme Linien gelöst), ist unter alleiniger Anwendung 
von Gerade und Kreis nicht zu lösen, sondern erfordert die Benützung 
andersartiger krummer Linien. — Da^ = {^ + i-i, 

somit läfst sich die Dreiteilung durch wiederholte 
Yierteilung annäherungsweise bewerkstelligen. 

Die Dreiteilung des 22 ergiebt sich leicht 
mittels eines gleichseitigen Dreiecks (§ 17, '2 c). 

3. Aufgabe. In einem gegebenen Ptmkt 
einer Geraden ist die Senkrechte zu ihr zu er- 
richten, 

Anleitung. Von zwei Punkten A und B (Fig. 115), die von 
gleichen Abstand haben, muJs ein Punkt der Senkrechten gleichweit 
entfernt sein (Aufg, 2). 

4:, Aufgabe. Von einem 
gegebenen Funkt aus soU a/uf 
eine Gerade die Senkrechte ge- 
fällt werden. 

Anleitung a). Zu zwei 
Punkten der Geraden, welche 
von dem gegebenen Punkt 
gleichweit entfernt sind, ist 
die gesuchte Gerade Mittel- 
senkrechte. 

Ausführung. Man zieht einen Ereisbogen um den Punkt 
(Fig. 116 a), welcher die Gerade in zwei Punkten Ä und B schneidet 
und verfährt dann wie in 1. 

Anleitung b). Zwei Kreise, deren Mittellinie AB die gegebene 
Gerade ist und die einander in dem gegebenen Punkt schneiden, 
treffen einander zum zweiten Mal in dem gleichliegenden Punkt X 
andrerseits der Geraden. 

Ausführung. Man beschreibt von zwei beliebigen Punkten 
A und B der Geraden (Fig. 116b) Kreisbögen, welche durch gehen; 
der zweite Schnittpunkt X dieser Kreisbögen be- 
stimmt dann die Lage der Senkrechten. 

5. Aufgabe. Im Grenzfpmüct emes MdCbsiaraMes 
ist dessen Senkrechte zu errichten^ ohne den Gegen- 
strahl zu benutzen. 

Anleitung. Ist OB der Halbstrahl und wird als 
Hülfslinie von einem Punkt A aus ein Kreis durch 
gelegt, so mufs die zum rechten Winkel gehörige Fig. in. 



1 1 



y^ 
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a. 



Flg. 116. 



b. 
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Sehne ein Durchmesser sein (gemäfs § 29,3b), da nur über ein6m 
Durehmesser der Umfangswinkel ein B ist. 

Ausführung. Man beschreibt um einen beliebigen Punkt Ä 
einen Kreisbogen, der durch den gegebenen Grenzpunkt geht und 
den Strahl in einem zweiten Punkt B schneidet, zieht durch diesen 
Punkt den Durchmesser, und vom andern Grenzpunkt X desselben 
die Gerade nach 0. 

Beweis. Der Winkel BOX ist ein Rechter nach § 29,3b. 

6, Aufgabe. Durch einen Pmikt P ist die Parallele m einer 
Geraden l zu ziehen. 

Anleitung a). Eine X a^. "b. 



I 
/ 

t 

-''\ 



€ 






A 



Hülfsgerade s durch P,- welche 
l schneidet, ergiebt mit l 
einen Winkel, zu welchem 

ein gleichwendig gleicher -l [ — \ — . ^ 1 

Winkel in P an 5 anzutragen ^\ Ä ^ 

ist (§ 11, 3 a). Fig. 118. 

Anleitung b). Bei einer 
beliebigen Strecke BiQ^ auf l und einer ihr gleichen Strecke PQ 
auf der zu l parallelen Geraden mufs PQ^ = QP^ sein (§ 12, ib). 

Ausführung. Trage eine Strecke Piöi auf l ab, beschreibe 
von P mit dieser Strecke als Halbmesser einen Kreisbogen und von 
Pi einen zweiten Kreisbogen mit dem Halbmesser PQx\ ihr Schnitt- 
punkt ist Q. 

Beweis. Bei der Umdrehung um die Mitte von PP^ vertauschen 
die (nach § 23, ic) deckungsfahigen Dreiecke ihre Lage; somit ist 

7. Aufgabe. Zu einer Geraden ist in gegebenem Abstand a die 
Parallele zu ziehen, 

Ausführung, a) Man zeichnet eine Senkrechte zur Geraden, 
trägt a auf ihr ab und zieht durch den erhaltenen Grenzpunkt die 
Parallele zur ursprünglichen 

oder die Senkrechte zur vorher X Y -^ -^ 

gezeichneten senkrechten Ge- 
raden (§ 11, 5b). 

b) Manzeichnet(Fig.ll9a) 
zwei Senkrechte mittels eines 
Kreises wie in 5 und trägt 
auf ihnen a ab (§ 12, 2 b). 

c) Man beschreibt (Fig. 
119b) um zwei Punkte Ä und B der Geraden Kreise mit dem Halb- 
messer a und legt eine Gerade (Lineal) berührend an beide Kreis- 
bögen an. 




Fig. 119 a. Flg. 119 b. 
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Beweis. Da Ä^B^ in Ä^ und in B^ berührt, so ist ÄÄ^^ und 
BB^±AiB^ (§ 27, 4b), also ÄÄ^ \\ BB, (§ 11, 5b), und da auch 
ÄA, = BB^, so ist A^B^ II AB (§ 12, 2b). 

33. Zeichnen yon Berfthrenden des Kreises. 

(Gerade in gegebenen Abständen von Punkten.) 

1. Aufgabe. Durch einen Ereispunkt ist die Berührende m ziehen. 
Auflösung. Man errichtet (gemafs § 27, 4b) in dem Punkt die 

Senkrechte zum Halbmesser 4es Punktes (§ 32, 3 oder ö). 

2. Aufgabe. An einen Kreis sollen paraUel m einer Geraden 
Berührende gezogen werden, 

Auflösung. Die zur Geraden Senkrechte von der Ereismitte 
aus triflft den Kreis in den Berührungspunkten (§ 11, 6 b). 

3. Aufgabe. Du/rch einen Punkt aufserhdO) des Kreises sind 
Berührende an ihn zu ziehen (oder deren Berührungspunkte zu bestimmen). 




Fig. 120. 

Anleitung a). Es sei A die Kreismitte, B der gegebene Punkt, 
Z der fragliche Berührungspunkt (Fig. 120 a). In Bezug auf die 
Berührende BZ als Mittellinie ist ein Punkt T A A, dessen Ent- 
fernung Yon A gleich dem doppelten Halbmesser und von B = BA 
sein muls. 

Ausführung. Man zeichne um den Kreismittelpunkt mit dop- 
peltem Halbmesser einen Kreis und mit BA von B aus einen Ej-eis- 
bogen, verbinde die Schnittpunkte beider Hülfskreise mit der Kreis- 
mitte; diese Yerbindungsgeraden gehen durch die Berührungspunkte. 

Beweis. Da AZ==ZY und AB = BY, so ist BZ Mittel- 
senkrechte zu -ä.F, also senkrecht za AZ und Berührende (§ 27, 4 b). 

Anleitung b). Als Scheitel eines rechten Winkels über AB 
mufs (nach § 29, 6b) der Berührungspunkt Z (Fig. 120b) auf dem 
Kreis liegen, dessen Durchmesser AB ist; der Berührungspunkt ist 
daher der Schnittpunkt des gegebenen Kreises mit dem um ^J? als 
Durchmesser beschriebenen. 
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Zusatz. Hiermit ist auch die Aufgabe gelöst: 

Durch einen Pwnkt B eine Gerade m eiehevij welche von einem 
PimM A einen gegebenen Abstand hat 

4. Aufgabe. Zu zwei gegebenen Kreisen sind die gemeinsamen 
Berührenden zu ziehete (oder deren Beriihrungspwnkte zu besUmmen). 

Anleitung. Wenn die beiden Kreise einander ganz aus- 
scbliefsen^ so ist die gemeinsame äufsere Berührende^ von 





Pig. 121. 

welcheir ab beide Kreise einerseits liegen^ zu unterscheiden von der 
gemeinsamen inneren Berührenden, auf deren Gegenseiten beide 
Kreise liegen. Denken wir zur Berührenden die Parallele durch die 
Mitte des kleineren Kreises gezogen, so ist deren Abstand yon der 
Mitte des andern Kreises im ersten Fall gleich dem Unterschied 
der Halbmesser, im zweiten gleich deren Summe; sie berührt somit 
einen Kreis, welcher um die Mitte des gröfseren Kreises entweder 
mit dem Unterschied oder mit der Sunune der Halbmesser beschrieben 
ist. Damit ist die Aufgabe auf 3 und 2 zurückgeführt. — Abgrenzung 
der Aufgabe je nach der Lage beider Kreise. 

Zusatz. Die Aufgabe: cme Gerade zu ziehen^ welche von zwei 
gegebenen Funkten A und B bestimmte Abstände r und B hat, ist 
übereinstimmend mit der vorstehenden zu lösen. 



§ 34. Zeichnen Yon Bertthrnngskreisen. 

(Punkte in gegebenen Abständen von Punkten und Geraden.) 

1, Soll ein Kreis durch einen Punkt gehen, oder soll er eine 
Gerade oder einen Kreis berühren, so ist für die Lage der gesuchten 
Kreismitte zu beachten, dafe ihr Abstand von jenen Gebilden stets 
gleich dem Halbmesser sein mufs. An die in § 31, 3 gegebenen 
Orter schliefsen sich somit folgende an: 

Der Ort der Mittdpunhte aller mit gegebenem HaJbmesser zu be- 
schreibenden Kreise, 

a) welche durch einen Punkt gehen, ist der Kreis um diesen Punkt 
mit dem gegebenen Halbmesser; 

b) welche eine Gerade berühren, ist das Paar von Parallelen zu der 
Geraden je in dem dem Halbmesser gleichen Abstand; 
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c) welche einen Kreis berühren, ist das Paar Kreise mit demselben 
Mittelpunkt, deren SaJbmesser gleich sind der Summe und dem Unterschied 
der gegebenen Halbmesser. (Die Summe giebt ausschliefsende, der 
Unterschied giebt einschliefsende Berührung.) 

2. SoU ein Kreis mit gegebenem Salbmesser je zwei der Gebilde 
Funkt P, Gerade l, Kreis K berühren, so ergeben sich die folgenden 
sechs (mehrdeutig bestimmten) Einzelaufgaben. Es sollen berührt 
werden: 

1) P„ P,; 2) P„ k; 3) P„ JT,; 4) \, l,; 5) l,, K,; 6) K„ K,. 

Die Abgrenzung der Aufgabe hat die Abhängigkeit der Anzahl 
der fraglichen Kreise von der öröfee des gegebenen Halbmessers und 
von den Abständen der gegebenen Stücke (sowie von den Halbmessern 
der gegebenen Kreise) darzulegen. 

Zusatz. Eine etwas allgemeinere Fassung dieser Aufgabe ist die 
folgende: Pu/nkte m suchen, welche gegebene Abstände haben von je zweien 
der drei Gebilde Punkt, Gerade, Kreis. 

3. Ist der Halbmesser nicht gegeben, während der Kreis zwei 
der drei Gebilde Punkt, Gerade, Kreis berühren soll, so ergeben sich 
für die Lage des Mittelpunktes Orter, von welchen hier nur die an- 
geführt werden können, welche der ersten und der vierten der sechs 
Einzelaufgaben in 2 entsprechen. Aus § 19, 5 folgt nämlich: 

Der Ort der Mitteljpunkte aller Kreise, welche 

a) durch zwei Punkte gehen, ist deren Mittelsenhrechte; 

b) zwei einander schneidende Gerade berühren, ist das Pamr von 
Winkelhalbierenden der Geraden; 

c) zwei ParaUele berühren, ist deren Mitt^araMele. 

Hiemach lassen sich leicht die Aufgaben lösen: Zu drei Punkten 
oder drei Geraden die berührenden Kreise zu zeichnen (vgl. § 35). 

Als geometrische örter der Mittelpunkte für die den Aufgaben in 
2, 2; 3; 5; 6 entsprechenden Fälle ergeben sich die Kegelschnitte, deren 
Betrachtung im zweiten und dritten Teil folgen wird. 

4. Die den Fällen 2, 2 und 3 entsprechenden Örter lassen sich 
aber hier noch angeben, sobald der gegebene Punkt auf einem der 
beiden andern gegebenen Gebilde liegen soll. 

Bei Angabe des Berührungspunktes auf einer Geraden oder auf 
einem Kreis ergiebt sich nämlich aus § 27, 4b und § 30, 5b: 

Der Ort der Mittelpunkte aller Kreise, welche in einem gegebenen 
Punkt 

a) eine Gerade berühren, ist die im Berührungspunkt zur Geraden 
Senkrechte; 

b) einen Kreis berühren, ist die durch den Punkt und die Kreis- 
mitte bestimmte Gerade. 
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5. Mit Hülfe der in 3 und 4 angegebenen geometrischen Orter 
lassen sich die folgenden Aufgaben lösen: 

Kreise m zeichnen, von welchen ein Berührungspunkt entweder 

a) auf einer Geraden oder 

b) auf einem Kreis gegeben ist 
und welche aufserdem entweder 

a) einen Punkt berühren, oder 
ß) eine Gerade berühren, oder 
y) einen Kreis berühren. 

Für die Fälle ay und hß, sowie by sind die folgenden Lehr- 
sätze zu beachten: 

a) Die Berührungspunkte eines Kreises, der eine Gerade umd einen 
Kreis berührt, liegen auf einer Geraden mit dem einen Grenzpunkt des 
zur Geraden senkrechten Durchmessers des letzteren Kreises. 

b) Die Berühnmgspunkte zuoeier Kreise mit einem dritten liegen 
auf einer Geraden mit dem einen Grenzpunkt desjenigen Dwrchmessers eines 
der beiden Kreise, welcher mit dem Halbmesser nach dem Berührungs- 
punkt des andern Kreises parallel ist. 

Dies ergiebt sich folgendermafsen. Es sei P der Berührungs- 
punkt der Geraden m (oder des Kieises um M), PM die Senkrechte 
zu m (oder der Halbmesser zu P); man ziehe im Kreis um Jf^ den 
Durchmesser ÄÄ^^ \\ PM. Trifft die Gerade PA (oder PÄ^) diesen 
Kreis in P^ und schneidet Pi-Mj die Gerade PM in X, so ergiebt 
sich leicht, dafs PXP^ ein gleichschenkeliges Dreieck ist, P^ Ba- 
rührungspunkt und X Mittelpunkt des berührenden Kreises. 

6. Aufgabe: Einerseits einer Strecke AB ist der Ort der Scheitel 
dller Winkel von gegebener Gröfse a zu zeichnen^ deren Schenkel durch 
die Grenzpunkte der Strecke gehen (vgl. Fig. 104 und 102). 

Anleitung. Nach § 29, 6 ist dieser Ort ein Kreisbogen, der 
durch A und B geht (weshalb man die Mittelsenkrechte zu AB 
zeichnet) und der den an AB anliegenden Berührungswinkel a hat; 
man zeichnet daher diesen Winkel an AB an und zieht auf dem 
zweiten Schenkel die Senkrechte in ^; diese schneidet die Mittel- 
senkrechte von AB im gesuchten Kreismittelpunkt. 

§ 35. Die Kreise des Dreiecks und Dreiseits. 



1. Der Satz in § 34, 3 a in Ver- 
bindung mit dem in § 20, l führt 
zu folgendem Satz: 

Durch drei nicht in einer Geraden 
liegende Punkte läfst sich std^s ein 
Kreis legen. 



V. Der Satz in § 34, 3 b in Ver- 
bindung mit denen in § 20, 2 a und b 
führt zu folgendem Satz: 

Zu drei Geraden, welche in drei 
Punkten einander schneiden, giebt es 
vier berührende Kreise. 



Henrici u. Treutlein, Lehrb. d. Elem.-Geometrie. L S. Anfl. 
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§ 36. 



Dieser Ereis heilst der dem 
Dreieck umbeschriebene Kreis 
(Umkreis). 



Der in dem Dreiseit liegende 
Kreis heibt ilim einbeschrieben 
(Inkreis), die drei andern heiJjsen 
anbeschrieben (Ankreise). 

2. Auf den Seiten a, b, c des Dreiseits 
ABC (Fig. 122) werden durch die Berührungs- 
punkte des einbeschriebenen Kreises paarweise 
gleiche Abschnitte s^, Sg, s^ gebildet. Nun ist: 




Fig. 188. 



also: 
somit: 



2 • («i + 5, +-53) = a + l + c = 2s*), 



Sy^ = s — a 
82 = s — b 
Sq = s c, 



d. h.: 



Jeder Teä einer Dreieckseite zwischen dem Berührungspunkt des ein- 
beschriebenen Kreises und einem Eck ist gleich der halben Summe der 
Seiten des Dreiecks weniger der Gegenseite des betreffenden Eckes. 

Zusätze. 1) Jeder der anbeschrie- 
benen Kreise eines Dreiseits (Fig. 123) 
berührt eine Seitenstrecke selbst, die 
beiden andern in ihrer Verlängerung. 
Dann gilt etwa für den Kreis Jfj die 
Beziehung: 

BC^ = BA^ und GB^ = GA^, 

^^^ AB^= AG,, 

also: 2 ABi = 2AGi = 

AB, + AC, = AG+GB, + AB-\-BC^ = AC+AB + BG=2s, 
somit: 

was sich leicht in Worte fassen läfst. 




2) Hieraus folgt, dafs: 
BA^ = BCi = s — c = Sq 



und CA^ = CB^ = s — 6 = 5«, 



*) Wir werden künftig die Summe der Seiten oder den Umfang eines 
Dreiecks durch u oder durch 2s bezeichnen, so dafs s den halben Umfang 
bedeutet. 
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Vergleicht man diese Werte mit den in 2) gefundenen, so folgt, 
daTs (Fig. 124): 

BÄ^ = CÄ\ d. h.: 

Jeder Ankreis eines Dreiecks teüt die 
nicht in ihrer Verlängerimg berührte Seiten- 
strecke m eben solche (nur vertauscht liegende) 
Abschnitte wie der Inkreis, 

3) Weiter folgt sofort: 

JB^B" = B^Ä — B'Ä = s—(s — a) = a, 

ebenso C^C = a^ d. h: 

Wird zu einem Dreieck der Inkreis 
und ein Ankreis gezeichnet, so ist der Ab- 
stand ihrer Berührungspunkte auf einer 
Seite, von welcher die Kreise einerseits 
liegen^ gleich der Seite, die zwischen den 
Kreisen Uegt. 

4) Ebenso ergiebt sich, dafs: 

ÄA^ = b — c. 




Fig. 124. 



\ 



IV. Absclmitt» 
Das Yieleek und das Yielseit. 

Achtes Kapitel. 

Das Viereck und das Vierseit. 

§ 36. Das Viereck mit einem Mittelpunkt. 

(Parallelogramm *). 

1. Zwei Punktpaare, welche von einem Mittelpunkt aus gegen 
gesetzt hegen, bestimmen (§ 10, 2) zwei Paare paraUeler Geraden und 
damit (§ 8, 3b) ein Parallelogramm. Also: 

Wenn in einem Viereck die Eckenlinien einander halbieren, so ist 
es ein Parallelogramm, 

2. Es sei AB CD ein Parallelogramm (Fig. 125). Wird eine 
Eckenhnie ÄC gezogen und um deren Mitte M umgedreht, so fallen 
die parallelen Gegenseiten auf einander (§ 10, 3), d. h.: 

a) Das Parallelogramm hat einen Mittdpunkt, nämlich die Mitte 
einer jeden seiner Eckerdinien. 

Da dann auch J9 |/| D, so ist BMD eine Gerade und BM = MD, 

b) Im Parallelogramm halMeren die 
Eckenlinien einander. 

Aus der Deckung nach der Umdrehung um 
M folgt: 

^ Flg. 125. 

c) Im Parallelogramm sind die Gegen- 

seilen einander gleich, ebenso die an Gegenecken liegen- 
den Winkel; dagegen ist die Summe zweier benoMarten Winkel = 2R. 
(Vgl. § 12, la und 3a, sowie § 11, 4.) 

3. Umgekehrt folgt, wie in § 12, ib angegeben: 

a) Wenn in einem Viereck einmal zwei Gegenseiten parallel und 
gleich sind, so ist es ein Parallelogramm. 

Auch die Gleichheit von Gegenseiten allein oder die Gleichheit 
von Winkeln genügt, um ein Parallelogramm zu bestimmen, nämhch: 

I m 

*) Als deutscher Name kömite hierfür „Rautling" gebraucht werden. 
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b) Wenn in einem Viereck zweimal awei Gegenseiten gleich sind, 
so ist es ein ParäHdogramm. 

Denn aus der Annahme, dafs (Fig. 125) ÄB=^DC, AD = BG, folgt 
die Deckungsfähigkeit der Dreiecke ABC und CDA (§ 23, ic); die 
Umdrehung um die Mitte M von AG bringt dann das eine Dreieck 
auf das andere; daher ist AD |/| CB und AB |/| 02), und diese Geraden 
sind paarweise parallel (§ 10, 2). 

c) Wenn in einem Viereck zweimal zwei gegenüberliegende Winkel 
gleich sind, so ist es ein Parallelogramm, 

Denn wenn (Fig. 126) ^A = C, ^B = D, 

so ist ^A + B=C+I) = 2R (§14,5), 

also (§ 11, 3b) AD II J5(7; 

ebenso ist <^ J. + D = JB + C = 2iJ, 

also AB II CD. 



§ 37. Das Viereck nnd Vierseit mit einer Mittellinie. 

(Gleichschenkeliges Viereck und gleichgeneigtes Trapez.) 



1. Es sei X A F zu m als Mittel- 
linie. Werden die Punkte X und Y 
verbunden mit zwei Punkten V und Z 
der Mittellinie, so entsteht ein Viereck 
mit einer Mittellinie ; in diesem werden 
nach dem Umwenden um w je zwei 
Seitenstrecken a und &, ound d ein- 
ander decken, ebenso die Winkel bei 
Xund r. 




Fig. 126. 

2. Ein Viereck, in welchem zwei 
anstofsende Seiten einander gleich 
sind und ebenso die zwei andern, 
heilst ein gleichschenkeligesVier- 
eck (Deltoid). 



1'« Es sei o; A ^ zu m als Mittellinie. 
Werden die Geraden x und y durch- 
schnitten von zwei Senkrechten zur 
Mittellinie, so entsteht ein Vierseit mit 
Mittellinie; in diesem werden nach 
dem Umwenden um w je zwei Winkel 
a und |3, y und d einander decken, 
ebenso die Seitenstrecken ^D und B C. 




Fig. 127. 

2'. Ein Vierseit, in welchem zwei 
Seiten parallel sind (Trapez, § 8, 3 b) 
und die beiden andern Seiten mit 
einer der ersteren gegenwendig gleiche 
Winkel bilden, heifst ein gleich- 
geneigtes Trapez (Antiparallelo- 
gramm). 
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V 111. Kap. Das Viereck und das Vierseit. 



§ 37. 38. 



Ist a = & und c = dj so ist VZ 

die Mittelsenkrechte zuZT (§ 19, ib), 
soinit Mittellinie des Vierecks. 



Das gleichschenkelAge Viereck hat 
als MiMMnie die Eckenlmie durch 
die SchmUpu/nkte gleicher Seiten, 

3. Die entsprechende Lage der 
zur Folge: 

Im gleichschenkdigen Viereck 

a) sind die von tmgleidien Seiten 
gebildeten Winkel gleichgrofs; 

b) ist die Halbierende des Wvnkels 
zweier gleichen Seiten OMch Winkel- 
halbierende der beiden andern Seiten; 
sie ist Mittelsenkrechte der zweiten 
Eckenlvme. 



Ist AB II CD und <^ a = /5, so ist 
die Mittelsenkrechte m zu AB auch 
Mittellinie zu den Eichtungen AD 
und ^C (§ 17, 4'), und weil auch 
DC±m ist, so ist (§ 16, i) D A C. 

Das gleichgeneigte Trapez hat als 
MittelUnie die Verbvndungsgerade der 
Mitten seiner ParaUelseiten. 

Teile beiderseits der Mittellinie hat 

Im gleichgeneigten Trapez 

a') sind die nicht parallelen Seiten 
gleich grofs; 

b') ist die Mittelsenkrechte der einen 
ParaUelseite auch Mittelsenkrechte der 
andern; sie ist Winkdhabierende der 
beiden Eckenlinien, 



§ 38. Das Viereck und Vierseit mit Mittelpunkt und Mittellinie. 

(Eaute, Bechteck, Quadrat.) 



!• Wenn in einem Parallelo- 
gramm zwei anstofsende Seiten 
geich sind, so heiM es eine Raute 
(ein Rhombus, Fig. 128). 



1'. Wenn in einem Parallelo- 
gramm zwei auf einander folgende 
Winkel gleich sind, so heilst es 
ein Rechteck (Fig. 129). 



2. Aus 1 oder 1' und aus § 36, 2c folgt: 



a) In einer Haute sind aUe Seiten 
gleich. 



a') In einem Mechteck sind alle 
Winkel gleich; jeder ist ein Bechter. 



Baute und Bechteck können also in doppelter Weise als Viereck und 
Vierseit mit Mittellinie aufgefafst werden (vgl. § 37, 2 und 2'). 



Umgekehrt: 

b) Ein Viereck mit vier gleichen 
Seiten ist eine Baute; 
denn in ihm sind zunächst zwei 
Paare von Gegenseiten gleich, also 
(§ 36, 3 b) ist es ein Parallelo- 
gramm, imd auch zwei benachbarte 
Seiten sind gleich, also (1) ist es 
eine Raute. 



b') Ein Viereck mit vier gleichen 
Winkeln ist ein Beckteck; 
denn in ihm sind zunächst zwei 
Paare von Gegenwinkeln gleich, 
also (§ 36, Sc) ist es ein Parallelo- 
gramm, und auch zwei benachbarte 
Winkel sind gleich, also (1') ist 
es ein Rechteck. 



§ 38. 
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3. Jedes E«k einer Raute liegt 
auf der Mittelsenkrechten der beiden 
benachbarten Ecken (§ 19, 6 a), 
woraus folgt: 

Eine Baute hat als Mittellinien 
die beiden EcJcenlinien, 




3\ Der Mittelpunkt jeder Seite 
im Rechteck liegt auf der Mittel- 
parallelen der benachbarten Seiten 
(§ 19, 6 c), woraus folgt (§ 16, 2 b): 

Ein Bechteck hat cds Mittdlinien 
die beiden Yerbindwngsgeraden der 
gegenüberliegenden Seitenmitten, 



n 



1^ 



T 

Fig. 129. 



4. Raute und Rechteck haben als Parallelogramme auch einen 
Mittelpunkt (vgl. § 17, 6 a). 

Aus der Deckung nach dem Umwenden folgt unmittelbar: 



a) In einer Baute halbiert jede 
Eckenlinie die Winkel zweier Gegen- 
ecken. 

b) Die Eckenlinien einer Baute 
sind m einander senkrecht 



a') In einem Bechteck ist die 
Mittelsenkrechte m einer Seite auch 
solche zw Gegenseite, 

b') Die Eckenlinien eines Hecht- 
eckes sind einander gleich. 



• 

6. Wenn ein Parallelogramm zugleich Rechteck und Raute ist, 
so heifst es ein Quadrat (Geviert). 

Es kann also erklärt werden als 

a) ein Rechteck, in welchem zwei anstofsende 
Seiten gleich, 

b) eine Raute, in welcher ein Winkel ein 
Rechter, 

c) ein Parallelogramm, in welchem zwei 
anstofsende Seiten gleich und senkrecht zu einander, 

d) ein Viereck, in welchem zwei anstofsende 
Seiten zu einander senkrecht und alle Seiten gleich sind. 

Das Quadrat hat als Mittelpunkt den Schnittpunkt seiner Ecken- 
linien (§ 36, 2 a), als Mittellinien sowohl seine Eckenlinien (3) als 
auch die Mittelparallelen seiner Seiten (3'): es besitzt also einen 
Mittelpunkt und vier Mittellinien. 
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VIII. Kap. Das Viereck imd das Vierseit. 



§ 39. 



§ 39. Das Viereck im Kreis und das Vierseit iim*den Kreis. 



1. Ein Vieleck, dessen Ecken 
auf einem Kreis liegen, heilst 
dem Kreis einbeschrieben 
oder Kreisvieleck; der Kreis 
heilst dem Vieleck umbeschrie- 
ben (Umkreis). 



2. Wird einem Kreis ein Vier- 
eck AB CD einbeschrieben und 
wird die in A Berührende, sowie 



1'. Ein Vielseit, dessen Seiten 
einen Kreis berühren, heifst dem 
Kreis umbeschrieben, oder 
Kreisvielseit; der Kreis heifst 
dem Vielseit einbeschrieben 
(Inkreis), falls er innerhalb, und 
anbeschrieben (Ankreis), falls 
er auJserhalb des Vielseits liegt. 

2\ Wird einem Kreis ein Vier- 
seit AB CD umbeschrieben, so ist 
(§ 27, 4b): 





D A 




Fig. 131. 



Fig. 182. 



die Eckenlinie AC gezogen, so ist 
(§ 29, 4a): 

<^ a = y und ^ a ' = /', 



somit: 



oder: 



d. h.: 



^^+C=2E; 



Im einbeschriebenen Viereck ist die 
Summe zweier Gegenwinkel gleich 
zwei Bechten. 

Zusatz 1. Ein einem Kreis 
einbeschriebenes Parallelogramm 
(§ 36, 2.c) ist ein Eechteck. 



somit: 



AA, 
A^B 
CC^ 
C,D 



AD^ 
B^B 
CB^ 
D,D, 



AA, + A^B+CC^ + C^D 

= AD^ +D^D + CB^ + B^B 

oder: 

AB+CD = AD+CB', 

d. h.: 

Im umbeschriebenen Vierseit ist die 
Stimme zweier Gegenseiten gleich der 
Summe der beiden andern. 

Zusatz 1'. Ein einem Kreis 
umbeschriebenes Parallelogramm 
(§ 36, 2 c) ist eine Raute. 



§ 39. 
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Zusatz 2. Ist das Vierseit AB CD dem Kreis anbeschrieben (l'), 
so ist: 

AB — CD=: 

= AA^ — BA^ — CC^ - C^B 

= AB^ — BB^ — B^C — BB^ 

= AB^ — DDi — (5J?i + -BiO) 




= AB — BC 



d. h.: 



Fig 188. 



^e^ einem (?em JSTreis anheschriebenm Vierseit ist der Unterschied 
zweier Gegenseiten gleich dem der beiden andern. 



3. Als Umkehrung von 1 folgt: 
Um ein Viereck, in welchem die 
Summe zweier Gegenwinkel gleich 
zwei Bechten ist, läfst sich ein Kreis 
beschreiben; 

denn wenn (Fig. 134) 

^BCD + DÄB=2B, 

und wenn etwa der um JDAB be- 
schriebene Kreis (§ 35, i) die 
BG nicht in G, sondern in E 
schneiden würde, so wäre: 




Fig. 134. 

<^ BEJ) + BAB == 2 E 
(2), also müfste: 

^ BEB = BGB 
sein, was unmöglich ist (§ 14, 2 b). 

Zusatz. Um jedes gleichge- 
neigte Trapez läfst sich ein Kreis 
beschreiben. 

4. Aus § 38,4b' folgt (Fig. 136): 
Der Schnittpunkt der Eckenlinien 
eines Bechteckes ist der Mittelpunkt 
des unibeschriebenen Kreises, 



8\ Als Umkehrung von V folgt: 
In ein Vierseit, in welchem die 
Summe je zweier Gegenseiten gleir 
chen Wert ha/t, läfst sich ein Kreis 
beschreiben; 

denn wenn (Fig. 135) 

AB+GD = BG+DA, 

und wenn etwa der die Seiten 
AB, BG, GD berührende Kreis 
(§ 35, i') nicht auch AD, sondern 
AE berühren würde, so wäre: 




Flg. 135. 

AB+GE = BG + EA 

(2i), also müfste: 

CD- GE = DA — EA 

oder ED = DA — EA sein, was 
unmöglich ist (§ 18, 4 a). 

Zusatz. In jedes gleichschenke- 
lige Viereck lafst sich ein Kreis be- 
schreiben. 

4'. Aus § 38,4a folgt (Fig. 137): 
Der Schnittpunkt der Eckenlinien 
einer Baute ist der Mittelpunkt des 
einbeschriebenen Kreises. 
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IX. Eap. Das n-eck und das n-seit. 



§ 39. 40. 





Flg. 186. Flg. 137. . 

5. a) Aus (3) und (3') folgt^ dals sich um und in ein Quadrat 
(§ 38, 5) ein Kreis beschreiben 
läXst (Fig. 138): 

Der Sc^iUpunM der Ecken- 
linien eines Quadrates ist der 
Mittelpunkt des einr vmd des um- 
beschriebenen Kreises, Der HaTb- 
messer des eiribeschriebeneth Kreises 
ist gleich der halben Seite des 
Quadrates. 

b) Umgekehrt lassen sich auch in und um einen Kreis Quadrate 
beschreiben (Fig. 139): 

Die Grenzpunkte zweier zu einander senkrechten Durchmesser be- 
stimmen ein dem Kreise ein- und ein ihm umbeschriebenes Quadrat^ 
^as aus der Lage der Seiten in Bezug auf beide Durchmesser als 
Mittellinien folgt. 




Fig. 138. 




Fig. 189. 



Neuntes Kapitel. 



Das n-eck und das n-seit. 



§ 40. Das Vieleck mit Mittelpunkt und das Vieleck mit Mittellinie. 



1 . Wenn in Bezug auf den Punkt M 
als Mittelpunkt A]/\Ay^, B]/\B^, 
H Cj , . . . , so bestimmen diese Punkte 
ein Vieleck mit M als Mittelpunkt. 




Flg. 140. 

Trennt man es durch einen Schnitt 
längs einer Geraden des Mittelpunkts 



W Wenn in Bezug auf die Gerade m 
als Mittellinie die Gerade JIJB /\A^B^^ 
BG A -BjCi, CD A CjDi, . . ., so 
bestimmen diese Geraden ein Vieleck 




mit m als Mittellinie. Die Mittel- 
linie zerlegt dasselbe in zwei gegen* 



§ 40. 
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ÄMÄ^ in zwei Teile, so kann der 
eine Teil durch Umdrehung auf den 
andern gebracht werden. Jede Gerade 
des Mittelpunkts teilt also das Vieleck 
in zwei gleichwendige deckungsföhige 




Pig. 141 b. 

Vielecke. Die Eckenzahl des Vielecks 
ist immer eine gerade. 



2. Umgekehrt: wird an eine 
Seitensiarecke eines Vieleckes nach 
auTsen ein deckungsföhiges gleich- 
wendig angetragen, so ist die Ge- 
samtfigur ein Vieleck, für welches 
die Mitte jener Seitenstrecke Mittel- 
punkt ist. 

Denn wenn (Fig. 140) 
ABC . .A^^J^B^Ci .. -^j 
und wenn dabei ÄM=MA^^ so ist 
^MÄB=MÄ^B^, ÄB = Ä^B^, 
folglich AB ^ Ä^B^', weil femer 
^B = B und BC=B^C^, 
so ist auch BC^B^G^ u. s. w. 

3, Wird als erstes Viel- 
eck ein solches gewählt, wie 
ABCBG^B^A^, das die Mittel- 
senkrechte zu AA^ als Mittellinie 
hat, so kann das zweite überein- 
stimmende anderseits der Seiten- 
strecke J-Jli aufgefafst werden, so- 
wohl als gleichwendig an A^ A an- 
gelegt (indem den Ecken J.^ CD . . . 
derBeihe nachui^uBgCgDg ... ent- 



wendige deckungsfähige Vielecke. Die 
Eckenzahl des Vielecks ist ungerade 
(Fig. 141a) oder gerade (Fig. 141b 
und 141c), d. h. es entsteht ein 
paares Vieleck mit einer Mittellinie, 

e 




Fig. 141c. 

wenn keinmal oder zweimal zwei 
beiderseits entsprechende Punkte in 
einem Punkt der Mittellinie zu- 
sammenf allen ; dagegen entsteht ein 
unpaares Vieleck, wenn dies nur ein- 
mal der Fall ist. 

2'. Umgekehrt: wird an eine 
Seitenstrecke eines Vielecks nach 
aufsen ein deckungsfähiges gegen- 
wendig angetragen, so ist die Ge- 
samtfigur ein Vieleck, für welches 
jene Seitenstrecke Mittellinie ist. 

Denn wenn (Fig. 141a) 
ABCBE ^ A^B^C^B^E^ , 
so ist 

^A = A^, AB = A^B^, 
folglich AB A A^B^] weil femer 

^B = Bi und BC = BG^, 
so ist auch BG /\ B^G^ u. s. w. 




Fig. 142. 
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IX. Eap. Das n-eck und das n-seit. 



§ 40. 



sprechen), als auch als gegenwendig an ÄÄ^ angelegt (indem den Ecken 
AB OD ... der Reihe nach AB^C^D^ . . . entsprechen (vgl. § 17, 6); 
hiemach entsteht ein Vieleck, welches die in 2 und 2' angegebenen Eigen- 
schaften besitzt. 

Die gegenseitige Abhängigkeit der letzteren Eigenschaften sprechen 
folgende Sätze aus: 



Ein Vieleck, welches zwei zu ein- 
ander senk/rechte Mittellmien hat, hat 
den Schnittpwnht derselben als MiMel- 
ptmkt; 

denn durch die Umwendungen um 
beide Mittellinien kommt das Vieleck 
in die gegengesetzte Lage (§ 17,6 a). 



Ein Vieleck, welches einen Mittel- 
punkt und eine Mittellinie hat, hat 
als zweite MiMelUnie die im Mittelpunkt 
zu ersterer errichtete Senkrechte; 
denn durch die Umdrehung und das 
Umwenden um die Mittellinie kommt 
das Vieleck in dieselbe Lage, wie 
durch das Umwenden um die zweite 
Mittellinie allein (§ 17, 6 b). 

4. Gehen durch einen Punkt 2, 3, 4, ... w Gerade, deren Strahlen 
mit einander gleiche Winkel bilden (wird also ein sog. regelmäfsiger 
Zweistrahl, Dreistrahl, ..., Vielstrahl gezeichnet), und werden in 
Bezug auf diese Gerade als Mittellinien 



•A^ 




/ ^. 





•^a 


/ 1 






't 




Bs 




Fig. 14S. 



Fig. 144. 



von einer nicht auf einer Mittel- 
linie senkrechten Geraden ab die der 
Beihe nach paarweise beiderseits ent- 
sprechenden Geraden genommen, so 
bestimmen diese Geraden ein 2 n - s e i t 
mit n Mittellinien. 



von einem nicht auf einer Mittel- 
linie liegenden Punkte ab die der 
Eeihe nach paarweise beiderseits ent- 
sprechenden Punkte genommen, so 
bestimmen diese Punkte ein 2w-eck 
mit n Mittellinien. 

Wenn man nämlich von A^ A B^ (Fig. 143) oder von a^ A \ 
(Fig. 144) in Bezug auf 1 als Mittellinie ausgeht, so liegen wegen der 
Gleichheit der Winkel des Strahlenbüschels die folgenden Mittellinien beider- 
seits der Mittellinie 1 entsprechend, woraus sich dann die entsprechende Lage 
der folgenden Punkte und Strecken in Bezug auf die erste Mittellinie ergiebt 
(§ 17, 4 und 4'). Was von dieser gilt, gilt ebenso für alle andern Mittellinien. 



§ 40. 
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Der regelmäfsige Zweistrahl, YierstraU, Achtstralü, . . . wird gezeichnet 
aus dem rechten Winkel und durch seine fortgesetzte Halbierung, der regel- 
mäfsige Dreistrahl mittelst eines gleichseitigen Dreiecks; durch Halbieren 
seiner Winkel ergiebt sich der Sechsstrahl, Zwölfstrahl u. s. w. Es lassen 
sich hierbei mit Vorteil das gleichschenkelige Winkelscheit und das die Hälfte 
eines gleichseitigen Dreiecks darstellende gebrauchen (vgl. Aufgaben XXI, 3). 

6« Yen den so entstandenen Figuren gelten die Sätze: 



Im ^n-eck mit n MittdUmm sind 
alle Winkel emcmder gleich wnd jede 
Seite ist gleich der zweitfölgenden; 



Im 2 n- seit mit n Mittdlinien sind 
alle Seiten einander gleich und jeder 
Winkel ist gleich dem eweitfolgenden; 



'^ Ä^ = A^ (Strecke % = a^) als beiderseits gleichliegend zu Mittellinie 2 



»? 



« 



»» 



n 



11 



11 



11 



11 



11 



11 



11 



11 



17 



2 
3 



u. s. w.-, und es ist: 

Ä^B^ = A^B^ (^ ai&i = Og&a) „ 
ÄiA^ = Ä^B^{'^aia2='a^h^) „ 
u. s. w. 

In diesen Figuren beträgt der Winkel einer Seite mit der zweit- 

folgenden — ; 

denn die Summe je eines der n Paare von zwei auf einanderf olgenden 

Aufsenwinkeln ist nach Obigem stets die gleiche = — (§ 14, 4 a) und stellt 

zugleich den Winkel je einer Seite mit der zweitfolgenden dar (§ 14, 4b). 
7. Mit dem Hinweis auf § 17, 4 und 4' ergiebt si,ch umgekehrt: 



Ein gleichwinkeliges 2n-eck, in wel- 
chem jede Seitenstrecke gleich der zweit- 
f olgenden, hat als Mittellinien die n 
MittdsenkrecJiten der Seiten. 



Ein gleichseitiges 2 n- seit, in welchem 
jeder Winkel gleich dem zweitfolgen- 
den, hat als MitteUmien die n HaTbie- 
renden der Winkel, 



Dafs diese Mittellinien einander in einem Punkt schneiden, folgt 
daraus, dafs je zwei derselben beiderseits gleich zu einer dazwischen 
befindlichen liegen. Der Winkel einer Mittellinie mit der zweit- 




Fig. 146. 
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Fig. 146. 



folgenden ist dann derselbe, wie der einer Seite mit der zweitfolgenden 

A -ja 

(§ 14, 6 b) = — (vgl. 6); somit ist der Winkel je zweier benachbarten 
Mittellinien = tt" = — • 
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8. Wird bei der in 5 angegebenen Entstehung des 2n-eckes und 
2n-seites mit n Mittellinien der zuerst anzuaehmende Punkt {Ä^) als ein 
sich selbst entsprechender auf die Mittellinie verlegt (Fig. 146) und wird 
ebenso die Gerade (a^) als eine sich selbst entsprechende, also zu einer 
Mittellinie senkrechte angenommen (Fig. 146), so verschwindet die eine 
Hälfte der Punkte und Geraden und es entsteht eine besondere Art von 
3-, 4-, . . . w-eck und 3-, 4-, . . . w-seit mit 3, 4, n Mittellinien, nämlich 
ein sog. regelmäfsiges. 

§ 41. Das regelmäfsige Vieleck. 

1. Unter einem regelmäfsigen Vieleck (Vielsei t) versteht 
man ein Vieleck, in welchem alle Winkel einander gleich und ebenso 
alle Seiten einander gleich sind. 

Von einem solchen ist ersichtlich: 

a) JEin regelmäfsiges n-eck hat n Mittellinien, nämlich die Mittel- 
senkrechten seiner Seiten und die Halbierenden seiner Winkel; 

denn an diese Mittellinien schliefsen sich die übrigen Stücke beider- 
seits gleichliegend an (§ 17, 4 und 4'). 

b) Die n MiiMlinien eines regelmäfsigen n-ecks, d. h. die Mittel- 
senkrechten der Seiten und die Winkelhalbierenden schneiden einander in 
einem Punkt unter gleichen Winkeln == 2iJ : w; 

denn in Bezug auf jede Mittellinie liegen die beiderseits benachbarten 
Mittellinien (ebenfalls nach § 17, 4 und 4') entsprechend, schneiden 
einander also auf ersterer i;nd bilden gleiche Winkel mit ihr; der 
volle Winkel (41i) am Schnittpunkt wird durch die 2w Halbstrahlen 
der n Mittellinien in 2w gleiche Teile geteilt. 

2. Wir unterscheiden hierbei die regelmäfsigen Vielecke von 
gerader Seitenzahl (paare Vielecke) von denen mit ungerader Seiten- 
zahl (unpaare Vielecke). 

In einem paaren regelmäfsigen Vieleck geht die Winkel- 
halbierende an einem Eck durch das Gegeneck, da beiderseits der- 
selben gleichviel gleich grofse Seiten und Winkel liegen; aus dem- 
selben Grund mufs die Mittelsenkrechte einer Seite auch solche für 
deren Gegenseite sein; die eine Hälfte der n Mittellinien sind die 
Mittelsenkrechten der Seiten, die andere Hälfte sind die Winkel- 
halbierenden. 

In einem unpaaren regelmäfsigen Vieleck aber schliefsen 
sich an eine Winkelhalbierende Mittellinie beiderseits paarweise Seiten 
und Winkel an bis auf eine unpaar übrig bleibende Seite, die sich 
selbst entspricht, d. h. durch die Mittellinie senkrecht halbiert wird; 
die Mittelsenkrechten der Seiten sind zugleich auch die Winkel- 
halbierenden. Daraus folgt: 

Ein regelmäfsiges Vieleck von gerader Seitenzoihl hat als Mittellinie 



§ 41. 42. 
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jede Verbindungsgerade der Mitten von Gegenseiten, sowie auch jede Ter- 
iindungsgerade von Gegenecken; ein solches von ungerader Seitenzahl hat 
als Mittellinie jede Verbindungsgerade eines Eckes mit der Mitte seiner 
Gegenseite. 

3. Da die 2n Mittellinien eine9 regelmäfsigen 2n-eckes durch einen 
Punkt gehen und zwei benachbarte einen Winkel = 222: 2n = B :n 
bilden (ib), so ist die Summe von n solchen Winkeln =22, d. h.: 

a) Von den 2n Mittellinien eines regelmäfsigen ^n-eckes sind jede erste 
und {n + l)** zu emamder senkrecht 

Somit liegt hier der Fall zweier senkrechten Mittellinien vor, und es 
folgt (vgl. § 17, 6a, sowie § 40, 3'): 

b) Ei/n regeVmäfsiges 2n-eck hat als Mittelpunkt die Mitte der Ver- 
bi/ndu/ngsstrecke a) zweier Gegenecken oder ß) zweier Mitten von Gegenseiten. 



% 42. Das Vieleck im Kreis und das Yielseit um den Kreis. 

1. Von den Vielecken, um welche, und von den Vielseiten, in 
welche einE[reis beschrieben werden kann (§ 39, 1 und l'), fassen wir zunächst 
solche mit Mittellinien (§ 40, 4) ins Auge. Für diese ergiebt sich: 



Um das 2n-eck mit n MiMeUimen 
läfst sich em Kreis beschreiben; 
denn der Schnittpunkt der Mittel- 
linien, d. h. der Mittelsenkrechten 
der Ecken hat von allen Ecken den 
gleichen Abstand (§ 19, la). 




Fig. 147. 



In das 2 n- seit mit n Mittellinien läfst 
sich ein Kreis beschreiben; 
denn der Schnittpunkt der Mittel- 
linien, d. h. der Winkelhalbierenden 
der Seiten hat von allen Seiten den 
gleichen Abstand (§ 19, 3 a). 




Fig. 148. 



2. Geht die Zeichnung des Kreises voran, so folgt umgekehrt: 



Ein gleichumkeUges emem Kreis ei/n- 
beschriebenes 2n'eck hat die n Durch- 
messer zu den Mitten der Seiten als 
Mittellinien. 

Denn wenn (Fig. 1 47) -^ ^^ = -^n 
so ist auch in Bezug auf die Mittel- 
linie 1 zu A^ B^ die Gerade A^B^ A B^Ä^ 
(§ 1 7, 4') und ebenso B^ /\ Ä^ als 



Evn gleichseitiges einem Kreis um- 
beschriebenes 2 n- seit hat die n Durch- 
messer zu den Ecken als Mittellinien. 

Denn wenn (Fig. 148) a^ = b^^ so 
ist in Bezug auf die Mittellinie 1 
zu a^b^ der Schnittpunkt a^b^ A b^a^ 
(§ 17, 4) und ebenso b^ A Og als 
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§ 42. 



Schnittpunkte der Geraden mit beider- 
seits gleichKegenden Kreisteilen (§ 27, 
2 b); in gleicher Weise folgt ^3 A -Bg. 



Berührende von diesen Punkten an 
beiderseits gleichliegende Kreisteile 
(§ 27, 2b und 6a); in gleicherweise 
folgt Punkt tjOg A 02^2- 

3. In einem regelmäfsigen Vieleck ist der Schnittpunkt der 
Mittelsenkrechten der Seiten oder der Schnittpunkt der Winkel- 
halbierenden (§ 41, ib) von allen Ecken gleichweit entfernt (§ 19, la) 
und ebenso von allen Seiten (§ 19,3a); somit folgt: 

TPm und in ein regelmäfsiges Vieleck Utfst sich ein 
Kreis beschreiben. Der gemeinsame MiUdpunJct beider Kreise ist der 
SchniUpimkt der Mittelsenkrechten oder der WmlcdhciJbierenden der Seiten. 





Fig. 149. 



Fig. 150. 



Der Halbmesser des umbeschriebenen Kreises heifst der grofse 
Halbmesser, der des einbeschriebenen der kleine Halbmesser 
des regelmäfsigen Vieleckes. 

4. Lassen wir die Zeichnung des Kreises vorangehen, so er- 
giebt sich: 



Ein gleichseitiges einbeschriebenes 
Vieleck ist regehnäfsig; 
denn die Winkel sind alle ein- 
ander gleich, da sie zu gleichen 
Bögen gehören, nämlich beim w-eck 

^"^ des Umfangs. 



zu 



n 



Ein ghichwinheliges umbeschriebenes 
Vielseit ist regelmäfsig; 
denn die Bögen zwischen den Be- 
rührungspunkten sind einander 
gleich (§ 29, 7 b); daher ist jeder 
Durchmesser durch die Mitte eines 
solchen Bogens Mittellinie für 
die Figur (§ 27, 2 b und 5 a) und 
je zwei benachbarte Seiten kommen 
durch die Umwendung zur Deckung. 

6. Wenn man den Vollwinkel am Mittelpunkt durch Halb- 
messer in n gleiche Teile zerlegt, so sind die zugehörigen Sehnen 
einander gleich (§ 28, la), und die in den Endpunkten je zweier be- 
nachbarten Halbmesser gezogenen Berührenden bilden gleiche Winkel 
(§ 29, 7 b); daher folgt gemäfs 4: 

Teilt man den VoUwinkd am Mittelpunkt eines Kreises in n gleiche 
TeüCy so bestimmen die Sehnen der Teilpunkte des Kreises ein einbe- 
schriebenes, die Berührenden ein umbeschriebenes regelmäfsiges Viereck, 

Zusätze. — a) Das regelmäfsige Viereck wird bestimmt 
durch zwei zu einander senkrechte Durchmesser (Fig. 151a); das 
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regelmäfsige Achteck, Sechzehneck, . . . ergiebt sich daraus 
durch wiederholtes Halbieren der Winkel am Mittelpunkt. 

b) Das regelmäfsige Sechseck (Fig. 151b) ergiebt sich durch 
fünfmaliges Eintragen des Halbmessers als Sehne; denn das Dreieck 
aus einer solchen Sehne und den Halbmessern nach deren Grenz- 
punkten hat am Mittelpunkt den Winkel (§ 17, 2 c) == -r- = -j- = 

dem sechsten Teil des Vollwinkels. 

c) Das regelmäfsige Zwölfeck ergiebt sich beim Halbieren 
der Winkel am Mittelpunkt des Sechsecks — oder (Fig. 151c) durch 
Antragen des Halbmessers von den Grenzpunkten zweier zu ein- 
ander senkrechten Durchmesser, da der Winkel am Mittelpunkt 
_ 4^ 4^ 4E 

4 6 12 ' 



a. 



Tl. 



c. 






Fig. 161. 

6. Wie in 2 nachgewiesen wurde, schliefsen sich in einem gleich- 
winkeligen einbeschriebenen Vieleck an jede Seite beiderseits einander 
gleiche Seiten an, in einem gleichseitigen umbeschriebenen Vielseit an 
jeden Winkel beiderseits gleiche Winkel. Bezeichnen wir daher die Seiten 
oder Winkel durch Zahlen, so ist (l) == (3) = (5) = (7) = • • • und 
(l) = (4) = (6) = • • •, und nehmen wir nun den Fall an, dafs die 
Zahl der Ecken oder Seiten eine ungerade sei, so wird in der Eeüie der 
ungeraden Zahlen auf die letzte ungerade Zahl (2w+ l) als zweitfolgende 
die Zahl (2) kommen, d. h. alle Seiten und alle Winkel werden einander 
gleich sein. Hieraus folgt: 



Em glekhtfmikeUges einbeschriebenes 
Vieleck von imgerader Seitengahl ist 
regdmäfsig. 



Ein gleichseitiges v/nibeschriebenes Vid- 
seit von ungerader SdtenzaM ist regel- 
vmfsig. 



Henrici n. Treutlein, Lehrb. d. Blem.-Oeometrie. L 8. Aufl. 



V. Abschnitt. 
Die FlSchenmlialte gescUossener Figuren. 

Zehntes Kapitel. 

Yergleichimg von Flächeninlialten. 

§ 43. OrSfse, Zusammensetzung und Zerlegung von Fläeheninhalten. 

1. Man versteht unter dem Flächeninhalt oder Inhalt einer 
geschlossenen Figur den von dessen Umfang begrenzten Plächenteil 
der Ebene. 

Während wir bisher die geometrischen öröfsen Strecke und Winkel 
allein ins Auge gefafst haben, wenden wir uns nun zu der dritten Gröfse 
der ebenen Geometrie, zu der Gröfse irgend eines Teiles der Ebene d. i. 
zu dem Inhalt der Fläche, abgesehen von der Form der letzteren. 

2. Zwei Flächen heifsen inhaltsgleich oder kurz gleich (=), 
wenn sie entweder als Ganze oder mit ihren Teilen (die man durch 
Teillinien erhält) so zur Deckung gebracht werden können, dafs je 
ein Teil der einen Fläche einen Teil der andern Fläche deckt. — 
Gleich sind daher sowohl unmittelbar deckungsfähige Flächen, als 
auch solche, welche in gleichviel paarweis deckungsfähige Flächen 
durch Teillinien zerlegt werden können. 

3. Trägt man eine Fläche so neben eine andere an, dafs beide 
eine gemeinschaftliche Grenzlinie haben, so bilden sie eine einzige 
Fläche, deren Inhalt die Summe der Inhalte beider Flächen ist. 
Die Summe bleibt die gleiche, wo auch die zweite Fläche an die 
erste angetragen wird; denn auf die Form wird hier keine Rücksicht 
genonmien. 

Trägt man dagegen eine Fläche in die Fläche einer andern Figur 
ein, so dafs sie einen Teil der Fläche der letzteren bildet, so ist 
der andere Teil der letzteren der Unterschied der beiden Flächen. 
Auch hier ist es gleichgültig, an welcher Stelle die eine Fläche in 
die andere eingetragen wird. 
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4. Damit zwei Dreiecke bei einfachem Antragen wiederum ein 
Dreieck geben ^ müssen beide in einer Seite übereinstimmen und ein 
anliegender Winkel in dem einen Dreieck muis einen solchen des 








Fig. 152. 

andern zu 2B ergänzen. Das Gleiche gilt für Parallelogramme. 
Bei Rechtecken genügt sonach die Übereinstimmung in einer Seite, 
um aus ihnen unmittelbar ein neues Rechteck zusammensetzen zu 
können. 

6. Verlängert oder verkürzt man eine Seite a eines Rechteckes 
um eine Strecke b und zeichnet über (a + fc) ein Rechteck mit der- 
selben anstoßenden Seite c, die das ursprüngliche Rechteck hatte, so 
ergiebt sich: 

Das Bechteck aus einer Strecke und ^ ^ »-3 * 

(der Summe \ ^ c/x. ? > 

[dem nntersd,ied] '^^ «»«^ ^^"«^ ' 

ist gleichi^^^ IM^schied) ^ liechtecke '** mg.m. 

aus der ersteren Strecke und je einer der beiden andern, 

Zusatz. Von zwei Rechtecken, die in einer Seite übereinstimmen, 
hat das mit der gröfseren zweiten Seite den gröfseren Inhalt. 

6. Verlängert man die Seite a eines « ^ 

Quadrates (Fig. 154) um eine Strecke 6, imd 
zeichnet man dann das Quadrat über (a -f- 6), 
so zerfällt dasselbe durch Verlängerung der 
Seiten des ursprünglichen Quadrates in die 
Quadrate über a und b und in die beiden 
Rechtecke aus a und &; daher ist: 

D(a + 6) (a + 6) = D aa + D 66 + 2D ab. 

Vermindert man aber die -Seite a eines 
Quadrates (Fig. 155) um die Strecke 6, und errichtet man dann das 
Quadrat über (a — 6), so bilden dessen Seiten und ihre Verlängerungen 
in dem ersten Quadrat die Teile 

D(a — 6)(a — 6), 2U ab, 

wenn wir den Teil D66 doppelt in Rechnung ziehen; ^ 
daher ist: 

D(a — 6) (a — 6) = Daa — [2D a6 — D 66] 

= D aa+ D 66 — 2 Uab, 
Also ergiebt sich: 

6' 



a 



Flg. 154. 







a^ 


» 



iL 

Flg. 166. 
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§ 43. 44. 



Bas Quadrat ^^[%,^SschJ\ ^"^^ ^^""^^^^ ^ ^^^ ^ 

Summe der Quadrate dieser Strecken j^f^^j^^l ^^ **^ doppelte 

Bechteck aus letzteren. 

7. Zeichnet man (Fig. 156) ein Rechteck 
aus der Summe (a+&) und dem Unterschied (a — V) 
zweier Strecken, und vervollständigt man die Figur 
durch Zeichnung des Rechteckes aus a und (a + 6), 
das in Uaa und Uah zerfällt, so sind von diesem 
die Teile Uah und D66 wegzunehmen, um das 
Rechteck (a + 6) (a — 6) zu erhalten, daher ist 

D(a + 6) (a — 6) = Uaa + QaJ — Ual — D66 = Daa — D66. 

Das Bechteck aus der Summe und dem Unterschied zweier Strecken 
ist gleich dem Unterschied der Quadrate zu diesen. 



a-^ 



Flg. 156. 



§ 44. iDhaltsgleichbeit. 

1. Unter der Höhe eines Parallelogramms oder eines Trapezes 
versteht man den senkrechten Abstand zweier parallelen Seiten; diese 
werden Grundseiten der betreflfenden Höhe genannt. Trapez, Paral- 
lelogramm, Dreieck haben je 1, 2, 3 Höhen (§ 18, 4). Haben zwei 
solche Figuren gleiche Höhen und verlegt man deren Grundseiten 
auf dieselbe Gerade und zwar die Flächen einerseits dieser Geraden, 
so fallen die je den Grundseiten gegenüberliegenden Ecken oder 
Seiten in eine einzige zur Grundseite parallele Gerade (§ 12, 2 b), 
und umgekehrt: es haben zwei zwischen denselben Parallelen liegende 
Dreiecke, Parallelogramme, Trapeze gleiche Höhe (§ 12,2 a). 

2. Wir vergleichen zuerst Parallelo- 
gramme mit übereinstimmender Grundseite 
und Höhe, die in die angegebene Lage ge- 
bracht sind (Fig. 157). Die andern Seiten 
bilden Paare gleichgerichteter gleicher Strecken 
ö # «1, & # &i, da sie nur um die Grundseite 
g oder g^ gegen einander verschoben sind. 
Daher ist auch das Trapez ahi^a^^. Nimmt man diese Flächen 
von Trapez a\ weg, so ergiebt sich: [] aa^ = h\y d. h.: 

a) ParaUelogrcmime, welche in einer Seite und der 
^zugehörigen Höhe Oher einstimmen, sind inhaUsgleich. 

Um das eine Parallelogramm zu zerlegen, damit die Teile zur Deckung 
mit denen des andern Parallelogramms gebracht werden können, genügt 
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ein Schnitt (Fig. 158), oder man kann auch mehrere Schnitte parallel der 
Seite des zweiten Parallelogramms machen (Fig. 159 oder 160) und dann 
die durch die Schnitte gebildeten Teile verändert aneinander legen. 







Fig. 159. 



Figr.158. 





Fig. 160. 

Durch ausschliefsenden Beweis (siehe § 5, 6) ergiebt sich die 
Umkehrung des Satzes a): 

b) Inhaltsgleiche Parallelogramme, welche in einer \ tt^ [ 

übereinsUmmen, stimmen a/uch in der zugehörigen \p /7q/>Y/>| ^^^^* 

3. Jedes Dreiecji kann durch Anfügen des durch Umdrehung 
um eine Seitenmitte erhaltenen Dreiecks ergänzt werden zu einem 
Parallelogramm von doppeltem Inhalt; hieraus folgt: 

a) JDer Inhalt eines DreiecTcs ist halb 

so grofs als der eines Parallelogramms ^/^XT 'f^ 

von gleicher Grundseite und Höhe, / ^^«^ / 

woraus dann gemäfs 2 folgt: / ^\^^/ 

b) Dreiecke von glelA^her Grundseite ^ ^^ ^^^ ^ 
und Höhe sind inhältsgleich. 

Dies gilt z. B. für Dreiecke mit einer gemeinsamen Grundseite, 
deren öegenecken in einer Parallelen zur Grundseite liegen (Fig. 162). 

c) Der Ort der Spitzen aller 

Dreiecke von gleichem Inhalt und 
gemetnsa/mer Grundseite ist ein 
Pa^r Paralleler zur Grundseite. 

4. Zieht man in einem Trapez 
ABCD (Fig. 163) durch die Mitte M des 
einen Schenkels AB die Parallele EF zum andern CD, so kann das 
AäMF durch Umdrehen um M in die Lage BME gebracht werden; 
hierdurch geht das Trapez in das Parallelogramm FECD über, dessen 
Seiten FD und EG mit der Mittelparallelen MN übereinstimmen, d. h,: 




Fig. 162. 



gg X. Kap. Vei^leiobong von FMcheninhalteu. g ii. 

Ein Trapes ist inhaltsgleich mit einem gleichhohen ParaUelogramm, 
dessen Grundseite gleich der Mittelparaaelen des Trabes oder gleich 
der haben Summe der ParaUdseiten ist {^läj'ic). ^ 

6. Auch wenn Parallelogramme nicht in 
einer Seite oder Höbe fibereinstimmen, können 
ihre Inhalte gleich sein. Dies zeigt der folgende 
an 3a sich anschlielsende Satz: 

Ziäd man dwch einen Fur^ der Ecken - 
linie eines Parallelogramms Parallele zu den 
Seiten, so entstehen beiderseits der Eckenlinie 
inhaltsgleiche Parallelogramme; 
denn (Fig. 164) die beiderseits liegenden ganzen 
Dreiecke und Teildreiecke aind paarweise gleich; i 
daher aind auch ihre Unterschiede gleich: »ig. im 

(a + 6 + c) — a — 6 j= («I + ^i + c,) — a, — 6^ oder c^c^. 

Zusatz. Im besonderen Fall können die Parallelogramme c und Cj 
Beehtecke sein (Fig. 165a), ja das eine kann auch ein Quadrat werden 
(Pig. 165b). Im letzteren FaU kami ACXT durch Drehung um <? im 





Betrt^ Ton einem B in die Lage CCiÄ gebracht werden, und hierdurch 
wird CÄA. CB, also wird ABC ein rechtwinkeliges Dreieck; in diesem 
ist die Quadratseite CC, zur Höhe geworden, während die durch die HShe 
gebildeten Abschnitte ACj und C^B der Hj^otenuee gleich den. 8eiten 
des Bechteckes CL sind. Nach obigem Satz folgt also, d&fs der Inhalt 
des Beobteckes aus diesen Abschnitten AC^ und CyB mit dem des Quadrates ' 
der Höbe CC, übereinstimmt (vgl. 8). 

6. a) Jede Höhe eines Dreiecks teilt 
ihre Orundseite in zwei Abschnitte. Im recht- 
winkeligen Dreieck wird nur die grölste Seite 

oder Hypotenuse so zerlegt. Zeichnet man ; 

aus dieser Seite AB und dem Abschnitt ACi 
ein Rechteck C,Z" und über der kleinen 
Seite oder Kathete ÄC Aas Quadrat CL, 
so haben Rechteck und Quadrat gleichen 
Inhalt. Denn das Quadrat X C ist gleich dem 
schiefen ParaUelogramm LB Ober derselben vtg. lee. 
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Grundseite LA (2a), und das Rechteck KG^ ist gleich dem schiefen 
Parallelogramm KG über derselben Grundseite KA-^ diese zwei Parallelo- 
gramme aber können durch Viertelsdrehung des einen (um A) zur 
Deckung gebracht werden. Daraus folgt: 

lias QMO/drat einer Kathete ist gleich dem Rechteck 
aus der Hypotenuse und ihrem Abschnitt unter der 
Katliete. 

b) Wenn man zu einer Kreissehne AG (Fig. 166) den durch den 
einen Grenzpunkt gehenden Durchmesser AB zieht und auf diesen 
vom andern Grenzpunkt die Senkrechte GG^ fällt, so erhält man 
auch zwei Abschnitte des Durchmessers AG^ und G^B, Da der 
ümfangswinkel über dem Durchmesser = B ist (§ 29, 3 b), so lässt 
sich Satz a) auch in der folgenden Weise aussprechen: 

Zieht man von einem Grenzpunkt einer Sehne den 
Durchmesser und vom analem die Senkrechte zu ihmi, so 
ist das Quadrat der Sehne gleich dem Rechteck aus dem 
Durchmesser und dem Abschnitt unter der Sehne. 

7, a) Wird der Satz 6 a auf die 
beiden kleineren Seiten eines rechtwinke- 
ligen Dreiecks ABG (Fig. 167) ange- 
wendet, so ergiebt sich: 

UG^K=nGL und UG^F=UGG,z 
folglich: 

D G^K +UG^F=nGL + nGG 
oder 

nAF=nGL + nGG. 

Dies gibt den berühmten Satz des 
Pythagoras (6. Jahrh. v. Chr.) oder den 
pythagoreischen Lehrsatz: 

Im rechturlnkeligen Dreieck ist das Quadrat der 
Hypotenuse gleich der Summe der Quadrate der beiden 
Katheten. 




#.a^gggite^ja%^gjaaji%%g^ 



Fig. 167. 



b) Hieraus folgt: 



nGL = nAF—nGG, 



Anmerkung. 1) Auch durch Zerschneiden der Quadrate und anders- 
artige Anordnung ihrer Teile läfst sich die Flächengleichheit darthun, wie 
dies z. B. die Figuren 168 a und b zeigen. 

2) Dies kann auch geschehen, wenn das Hypotenusen-Quadrat nach 
der Seite hin gezeichnet wird, auf der das rechtwinkelige Dreieck 1 liegt 
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(Fig. 169): man trage 1 nochmals ein als 2, verlege dann 1 nach I und 
2 nach 11, so entsteht eine Figur I, IQ, ü, welche die Summe der 
Quadrate der beiden Katheten darstellt. 





Fig. 168. 



Flg. 169. 




8. a) Zeichnet man in dem rechtwinkeligen Dreieck AGB die 
Höhe CC^y ilir Quadrat C^X, sovne die Quadrate über CB und C^B 
und das Rechteck BZ aus BC^ und CiZ=AB, 

so ist nach dem pythagoreischen Satz: 

DC,x=ncG — nc,Y, 

und nach 7a: -a. 

DCG = DBZ; 
deshalb ist nun auch 

nc,x = nBz—nc,T=nYZ. y 

In dem Rechteck YZ ist aber die eine Seite Z 

VY= C^B und die andere ^^« i^^- 

rz= C^Z— Cjr= ÄB—C^B=ÄC^. 

Daraus folgt: 

Im rechttvinkeligen Dreieck ist das Quadrat der Hypo- 
temisenhöhe gleich dem Rechteck aus den beiden Ab- 
schnitten der Hypotenuse. ^ 

(Vgl. 5 Zus. u. Fig. 165 b.) 

b) Dieser Satz läfst sich mit Rücksicht auf 
§ 29^ 3b auch folgendermafsen ausdrücken: 

2>as Quadrat einer auf einem Kreis- 
durchmesser senkrechten Halbsehne ist 
gleich dem Rechteck aus den Abschnitten des Durchmessers. 

9. Zeichnet man (Fig. 172) in einem beliebigen Dreieck -45 (7 aus einer 
Seite ÄG = ÄL und dem Abschnitt ÄB^ das Rechteck LB^^ ebenso aus 




Fig. 171. 
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AK= AB and ans AC?^ das Bechteck KCi, so sind beide inliaUsgleich. 
Dies ergiebt sich durch Vergleichuiig der Bechtecke mit den Farallelo- 
gnunmen LB und KC, wie in 6a angegeben wurde. Also gilt der Satz: 




Big I7i. 
Zieht man su zwei Seiten ^es Dreiecks die Höhen und eächnet man 
aus jeder dieser Seiten und ihrem Abschnitt witer der andern Seite ein 
Rechteck, so sind beide Bechtecke whaltsgleU^. 

10. Wird dieser Satz wiederholt aiif das spitzwinkelige (Fig. 173(i) 
oder stumpfwinkelige (Fig. 173b) Dreieck angewendet, so ergiebt sieb: 
ÜACi = UAB^, 

□ Cgg = n-B^ und UB^C=UA^C 
UACi-\- CiB = AB^-]r BA^ _ 

= AB^ + B^C + BA^ ± -^C + B^C + A^C, 
worin die oberen oder unteren Zeichen gelten, je nachdem AB einem 
spitzen Winkel C (Fig. 173a) oder einem stumpfen Winkel G (Fig. 173h) 
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gegenüberliegt. Die letzte Gleichung geht aber über in die folgende: 

a AB => D ÄC + D BC+ 2Q B^C, 

und diese enthält den nachstehenden sog. allgemeinen pythagorei- 
schen Lehrsatz: ■ 

In einem Dreieck ist das QtMdrat der Gegenseite eines \^ ^ \ 
Winkels gleich der Summe der Quadrate der beiden andern Seiten 

I enrnno, i ^^^ ^^^ doppelte Bechteck aus einer dieser Seiten und ihrem 
[ vermehrt ] ^^ 

Abschnitt unter der andern Seite. 

11. Je nachdem also ein Winkel im Dreieck ebensogrofs, kleiner 
oder gröfser als ein B ist, ist das Quadrat der Gegenseite des Winkels 
ebensogrofs, kleiner oder gröfser als die Summe der Quadrate der beiden 
andern Seiten. 

Umgekehrt läfst sich behaupten und mittelbar beweisen: 

Wenn in einem Dreieck das Quadrat der Gegenseite eines Winkels 
ebensogrofs. Meiner oder gröfser als die Summe der Quadrate der beiden 
andern Seiten ist, so ist der Winkel entsprechend ebensogrofs, kleiner oder 
gröfser als ein B. 

12. Noch in anderer Weise wie in 10 läfst sich der Satz 7 a verall- 
gemeinem. Wird nämlich über der Seite AG des Dreiecks ABG (Fig. 174) 
ein Parallelogramm ac gezeichnet, ebenso eines cb zu c und GB^ so wird 
AA^ # ^-^19 somit wird auch ab ein Parallelogramm. Letzteres aber ist 
der Unterschied zwischen dem Fünfeck AA^G^B^B und dem l^A^B^G^\ 
wird dagegen vom Fünfeck das mit l\A^B^G^ überein- 
stimmende AABG weggenommen, so bleibt []ac-\- []cb 
übrig. Es ist also 

[]ac + []cb = []ab. 

Anmerkung. Würde c als Verlängerung von BG 
gewählt, so würde sich als besonderer Fall des Vor- ^ 

stehenden der Satz § 44, 2a ergeben; umgekehrt kann 
auch aus letzterem der vorstehende Lehrsatz abgeleitet werden, indem 
GG^ bis AB verlängert wird. 

13. Da die beiden Parallelogramme AG^ und BG^ (Fig. 176) 
inhaltsgleich sind mit irgend welchen Parallelo- 
grammen A G^ und B G^ über A G und B (7, deren 
Gegenseiten durch A^ und B^ gehen, so folgt der 
Satz des Pappus (wohl um 280 n. Chr.): 

Ein Parallelogramm über einer Dreiecksseite, 
deren Gegeneck zwischen zwei Gegenseiten des Paral' Ai 
Idogramms fällt, ist gleich der Summe der FaraMelo- 
gramme über den andern Säten, deren Gegenseiten 
durch die Ecken des ersteren Parallelogramms gehen, ^ Fig. i76. 
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Fig. 176. 



14, Wird im besonderen -^ Ä OB = B und wird das Parallelogramm 
ÄÄ^B^B als Quadrat angenommen (Fig. 176), femer ÄM±ÄO, BS±BC^ 
so kann das Dreieck ABC durch eine Drehung um A im Betrag von 
einem jß in die Lage ALM gebracht werden 
(es konmit dann B auf 2/, AG in die Rich- 
tung von AM^ und ebenso fallen die Senk- 
rechten zu diesen Richtungen BG und LM 
auf einander); hieraus folgt, dafs AM = AGj 
d. h. CM ein Quadrat ist ; ebenso GS, Dies 
liefert den pythagoreischen Lehrsatz (7 a): 
nAB=DAC+nCB, 

15. a) Die Fläche eines Parallelogramms wie ah in Fig. 174 kann 
aufgefafst werden als beschrieben durch Verschiebung einer Seite a längs 
einer anstof senden Seite AB, In dieser Auffassung läfst sich der Satz 12 
umdeuten in den folgenden: 

Eine Strecke beschreibt bei der Verschiebimg längs zweier Seiten eines 
Dreiecks zwei Parallelogramme, deren Summe gleich dem Parallelogramm 
ist, das durch Verschiebung der Strecke längs der dritten Seite entsteht, 

b) Dieser Satz aber läfst sich leicht 
von dem Dreieck auf das Vieleck über- 
tragen (Fig. 177). Verschiebt man näm- 
lich eine Strecke AA^ nach einander 
längs den Seiten eines Geradenzugs 
AB CD . . . , so entsteht eine Figur, die 
aus einer Summe von Parallelogrammen 
gebildet ist. Zwei Verschiebungen heifsen 
solche von gleicher Richtung, wenn 
der Schnittpunkt der bewegten Geraden 
AA^ mit irgend einer festen Geraden ' pig. 177. 

A^E^ auf dieser beidemal in gleicher 

Richtung hingeleitet, z. B. auf A^B^ und B^C^ bei der Verschiebung 
längs AB und BC] sie sind von entgegengesetzter Richtung, wenn 
er auf ihr in entgegengesetzten Richtungen hingeleitet, z. B. auf B^C^ 
und CgD^ bei der Verschiebung längs BG und GB. Nehmen wir die 
Flächeninhalte bei der einen Verschiebungsrichtung als positiv an, so sind 
die bei der Gegenrichtung entstehenden negativ zu nehmen. 

Bei solcher Berücksichtigung der Richtung der Verschiebung folgen 
aus der Gleichung in 12 (Fig. 174): 

auch die folgenden Gleichheiten: 

[]ab + []bc = []ac, []ca + Oab = []cb. 

[Vergleiche hierinit § 6, 6 und § 7, 7.] Hiemach ist die Fläche, die die Strecke 
AA^ bei der Verschiebung längs ABC DE beschreibt, ^= [] AA^E^E, 
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Elftes Kapitel. 

Yerwandlmig und Teilung von Flächen. 

§ 45. Fi^renverwandlnng. 

A. Mit Beibehaltung einer Seite oder Höhe. 

Unter der Verwandlung einer Figur in eine andere verstehen 
wir im Folgenden das Zeichnen einer zweiten Figur, welche mit der 
ersten im Flächeninhalt übereinstimmt. 

!• Aufgabe. Ein Dreieck oder ParaUdogramm ist in eine eben- 
solche Figur m verwandeln^ die mit ersterer in einer Seite übereinstimmt, 
während in der neuen, Figwr noch weiter bestimmt sei: a) ein anliegen- 
der Winkel, oder V) eine Seite. 

C G- 7> D.-C C l 





a. 



Fig. 178. 




a) Man trägt (Fig. 178) den Winkel a an der örundseite AB an 
und begrenzt den zweiten Schenkel AG^ desselben durch die vom 
Gegeneck G ausgehende Parallele GG^ (in a) zur Grundseite oder 
durch die Gegenseite DG (in b) des Parallelogramms. 

b) Man trägt (Fig. 178) die gegebene Seite DG^ von dem einen 
Grenzpunkt D der Grundseite AD nach jener Parallelen oder Gegen- 
seite. — Der Beweis der Gleichheit der Flächen gründet sich auf 
§ 44, 3 und 2; die Abgrenzung der Aufgabe ist einfach. 

Insbesondere kaom man hiemach ein ParaUelogramm in ein Becht- 
ecky ein beliebiges Dreieck in ein rechtwinkeliges oder gleichschenJceliges 
verwandeln. In letzterem Fall ergiebt sich die Spitze des Dreiecks 
als Schnittpunkt zweier Örter (§ 44, 3c und § 19, 6a oder § 29, 6b). 

2. Aufgabe. Ein Dreieck ist in ein Fa/ralMogramm (Bechteck) m 
verwandeln: a) mit Beibehaltung einer Seite, b) mit Beibehaltung einer Hohe. 

DasParallelogrammwirdausdem 
beibehaltenen Stück und a) aus der 
halben Höhe, oder b) aus der halben 
Grundseite gezeichnet (Fig. 179). 

Bei der umgekehrten Aufgabe der 
Verwandkmg eines Parallelogramms 
in ein Dreieck wird eine der nicht j[ B A 

beizubehaltenden Seiten verdoppelt. Fig. 179. 
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JF JS 

Fig. 180. 



3. Aufgabe. Tjin Vieleck soll in ein solches verwandelt werden, 
das ein Eck weniger hat — Man trennt (Fig. 180) das betreffende Eck 
Ä durch die benachbarte Eckenlinie 
BE ab, zieht durch das Eck die 
Parallele ÄF zu dieser Eckenlinie 
bis zum Schnitt F mit einer folgenden 
Seite, dann verbindet man diesen Punkt , 
F mit dem gegenüberliegenden Grenz- 
punkt JB. Diese Verbindungsgerade 
BF ist die neue Grenzlinie; denn es 
ist AÄEB = FEB (§ 44, 3 c). 

Zusatz, a) Hiermit vnrd das Eck Ä des Geradenzuges BAE in 
eine Gerade DE verlegt, ein auch in den folgenden Aufgaben vrieder- 
kehrendes Verfahren. — Würde andererseits von BAE ebenfalls eine 
Fläche HB AEG .... anstofsen, so wäre nun die gebrochene Grenze 
BAE beider Flächen durch die Gerade BF ersetzt, ohne dafs an dem 
Inhalt jeder einzelnen dieser Flächen etwas geändert wäre. 
• b) Es läfst sich mittels der angegebenen Ausführungen ein Vieleck 
in ein Dreieck und schliefslich dieses in ein Bechteck verwandeln (2). 

4:. Aufgabe. Ein Tra/pez wird mit Beibehaltung seiner ETöhe in 
ein Parallelogramm oder Bechteck verwandelt, indem man die Mittel- 
parallele als Grundseite nimmt (vgl. Fig. 163). 

Auch ein beliebiges Viereck kann unmittelbar in ein Parallelogramm 
oder Bechteck verwandelt werden, indem man es durch eine Eckenlinie 
in zwei Dreiecke zerlegt und auf diese die Ausführung der Auf- 
gabe 2 a mit der Eckenlinie als Grundseite anwendet. 



B. Ohne Beibehaltung einer Seite. 

5. Aufgabe. Ein a) Dreieck oder b) Parallelogramm ist in ein 
solches 0u verwandeln, das mit dem gegebenen in einem Winkel überein- 
stimmt, während noch die Gröfse einer der ein- 
scMiefsenden Seiten bestimmt ist. 

a) Es sei ABC das gegebene Dreieck, 
^A der Winkel, AB^ die Seite des frag- 
lichen Dreiecks. Ziehe B^ C und damit parallel 
BC^j so ist ACj^ die zweite Seite dieses Drei- d 
ecks; denn es ist /\BC^G = BG^B^. 

b) Es sei AB CD das gegebene Parallelo- 
gramm, -^ A der Winkel, AB^ die Seite des 
fraglichen Parallelogramms. Ziehe B^D und 
damit parallel BD^y so ist AD^ die zweite ^ ^ 
Seite dieses Parallelogramms; denn es ist pig. isi. 

[]D^G=D^X=D^B^ = BC^, also []AG=AC^. 
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Fig. 182. 



Eine andere Ausführung ergiebt sich unmittelbar aus § 44, 6 
(Fig. 164). 

Zusatz. Wenn im besonderen ein Rechteck in ein Rechteck 
verwandelt werden soll, von welchem eine Seite gegeben ist, so ver- 
fährt man nach § 44,5 Zusatz (Fig. 165 a) oder nach § 44,9 (Fig. 172). 

6. Aufgabe. Ein Bechteck soll in ein ^ 

Quadrat ^verwandelt werden. 

Man verfahrt entweder gemäfs dem Satz 
von der Halbsehne (§ 44, 8b), indem man 
(Fig. 182) die beiden Seiten des Rechtecks 
nebeneinander anträgt, den Halbkreis über 
der Sunmie der Seiten beschreibt und am 
gemeinschaftlichen Grenzpunkt beider Seiten die senkrechte Halb- 
sehne zieht; diese ist dann die Quadratseite; — oder man benützt 
den Satz von der Sehne (§ 44, 6 b), indem 
man die kleinere Seite des Rechtecks (Fig. 183) 
von einem Grenzpunkt aus auf der gröfseren 
abträgt, den Halbkreis über der gröfseren 
beschreibt und im Grenzpunkt der kleineren 
die Senkrechte zieht; dann ist die Sehne, 
unter der die eine gegebene Strecke liegt, 
die gesuchte Quadratseite. 

7. Aufgabe. Die Summe oder der Unterschied zweier Quudrate 
soll als Quadrat dargestellt werden. 

Im ersten Fall zeichnet man aus beiden Quadratseiten als 
Schenkeln des rechten Winkels ein rechtwinkeliges Dreieck; dessen 
Hypotenuse ist dann die gesuchte Quadratseite. — Im zweiten Fall 
wird die gröfsere Quadratseite als Hypotenuse, die kleinere als eine 
Kathete eines rechtwinkeligen Dreiecks genommen; dessen zweite 
Kathete giebt die gesuchte Quadratseite. 




Fig. 188. 



§ 46. Teilung des Inhalts der Figuren. 

1. Aufgabe, a) Ein ParaMehgramm ist durch Gerade parallel 
m einer Seite in n gleiche Teüe — oder h) ein Dreieck ist durch Ge- 
rade von einem Eck aus in n gleiche Teile zu teilen. 

a) Man teile die an die betreffende Seite angrenzende Seite in 
n gleiche Teile (§ 13, 2d) und ziehe die Parallelen durch die Teil- 
punkte; — b) man teile die Gegenseite des Ecks in n gleiche Teile 
und verbinde die Teilpunkte mit dem Eck. 

Zusatz. In ähnlicher Weise wird ein Trapez in n gleiche Teüe 
geteilt, indem man so die beiden Parallelen teilt und die Teilpunkte 
der Reihe nach verbindet (§ 44, 4). 
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2. Aufgjabe. Ein Dreieck ist von einem auf einer Seite gelegenen 
Punkt aus in n gleiche Teile zu teilen. 

Man teilt eben diese Seite (etwa BG in Fig. 184), auf welcher 
der Punkt P liegt, in n (z. B. drei) gleiche Teile, verbindet P mit dem 
Gegeneck Ä und zieht durch die Teilpunkte Parallele zur Verbindungs- 
geraden, also KX II PÄ II LT] so ergeben letztere die Schnittpunkte 
der fraglichen Teilgeraden auf den andern Seiten. Denn z. B. AÄKL 
ist ein solcher verlangter Teil des gegebenen Dreiecks; durch die 
Parallele KX zu PÄ wird nur die Spitze K des AAPK nach X 
verlegt; ebenso ist AÄPL = APY, 





Fig. 184. 

3. Aufgabe. Ein Dreieck ist von einem innerhalb desselben ge- 
legenen Punkt aus zu halbieren im Änschlufs an eine Teilgerade, welche 
von dem Punkt a) nach einem Eck oder h) nach einer Seite geht 

a) Wenn (Fig. 185) PC die Teüstrecke 
nach denr Eck G ist, so halbiert man die 
Gegenseite in C^, zieht PC^ und CX\\PCj^] 
alsdann ist PX die Teilgerade, weil 
A CPX = GXC^ ist. 

b) Wenn PQ (Fig. 186) die Teilgerade 
ist, welche die Seite AB in Q triflFfc, so 
halbiert man diese Seite in C?i, zieht 
QSl C^P bis zum Schnitt S mit GC^, 
so ist ACiPö= C^PS. Zieht man dann 
SX II PC, so ist PX die fragKche Teil- 
gerade, weil APCS = PCX, somit 
A CPC^ = PCX + PCi Q ist. 

4. Aufgabe. Ein Vieleck ist von 
einem Eck aus zu halbieren. 

Es sei A das betreffende Eck (Fig. 187) ; 
man zieht die benachbarte Eckenlinie BF 
und mit dieser durch die übrigen Ecken 
parallele Gerade; verbindet man dann^ 
die Mitten dieser Teilstrecken durch 
einen Geradenzug von A bis zum ent- 
gegenliegenden Eck, so ist durch diesen Fig. igy. 




Fig. 186. 
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öeradenzug das Vieleck halbiert. Nach § 45, 3, Zusatz a, kann dieser 
Geradenzug in eine einzige Teilgerade verwandelt werden durch wieder- 
holte Anwendung der dort gegebenen Ausfahrung. 



Anhang. 
§ 47. Inhaltsberecliiinng. 

1. Obgleich im vorliegenden Teil der ebenen Geometrie nur die 
Gleichheit, die Summe und der Unterschied der ebenen Figuren behandelt 
wurde, dagegen die durch Produkte und Quotienten darstellbaren Be- 
ziehungen erst im zweiten Teil folgen sollen, geben wir wegen der häufigen 
Anwendung hier noch anhangsweise die Berechnung der Inhalte geradlinig 
begrenzter Figuren. 



Fig. 188. 



Um die Grösse einer Flache zu bestimmen, bedient 
man sich alsMafseinheit eines Quadrates, dessen Seite 
die Längeneinheit ist. Gehen auf die Grundseite eines 
Rechteckes (Fig. 188) a und auf die anstoßende Seite 
& Längeneinheiten, so kann man an die Grundseite 
a quadratische Flächeneinheiten anlegen und in das 
ganze Rechteck 6 solcher Streifen von je a Flächen- 
einheiten; es gehen also in das Rechteck a • 6 Flächen- 
einheiten. Dies drückt man kurz durch den Satz aus: 

Man erhalt den Inhalt eines Rechtecks, indem man eine Seite mit 
der anstofsenden vervielfacht, — womit man ausdrücken will, dafe man 
die Zahl der Flächeneinheiten erhält durch Multiplikation der Zahlen 
der Längeneinheiten der beiden Seiten, vorausgesetzt, dafs diese beiden 
Seiten durch einerlei Mafs gemessen waren; das Mafs für die erhaltene 
Zahl ist dann der Inhalt des zur benützten Längeneinheit gehörenden 
Quadrates. 

Hieraus folgt sofort, in entsprechender Weise ausgedrückt: 

Der Inhält eines Qtmdrates ist gleich dem Produkt der Seite mit 
der Seite, 

Wenn die Längeneinheit nicht in der Seite des Rechteckes auf- 
geht, so nimmt man einen Bruchteil der ersteren — als Mafs; das 

Quadrat zu diesem ist dann — der Flächeneinheit, da nn solcher 

Quadrate in die Flächeneinheit gehen. Ist dann die eine Seite des 

Rechtecks a = a — , die andere 6 = i3 • — , so izehen auf die Grund- 

Seite a solcher kleinen Quadrate und in das Rechteck ß solcher 
Streifen, also ß • « Quadrate; der Inhalt ist dann 

= |S . « . -1 = (|3 . ~) . (« . -i) = 6 . a, 
^ nn vw/\ n/ ^ 



i 
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wie oben. Der Bruchteil — kann immer so klein angenommen 

werden, dafs beim Ausmessen der Seiten höchstens ein unmefsbar 
kleiner Rest übrig bleibt, der nicht in Betracht zu ziehen ist. 

Ein Quadratmeter qm ist hiemach =100 qdm, 1 qdm =100 qcm, 
1 qcm = 100 qmm. Als Feldmafs dient ein Quadrat von 10 m Länge, 
das Ar (a), also 100 qm = 1 a, 100 Ar = 1 Hektar (ha). 

Es ist z. B. 457,04208 a = 4ha 57a 4qm 20 qdm 80 qcm. 

2. Aus § 44, 2 ergiebt sich nun: 

a) Her Inhalt eines Parallelogramms ist gleich dem 
Produkt a/us Grundsette und Höhe, 

weil das Parallelogramm einem Rechteck gleich ist, mit dem es in 
den letzteren Stücken übereinstimmt. 

In gleicher Weise folgt aus § 44, 3 und 4: 

b) JDer Inhalt eines Dreiecks ist gleich dem halben 
JProduM aius Grundsette und Höhe; — femer: 

c) Der Inhalt eines Trapezes ist 
gleich dem Produkt aus der Höhe und 
der halben Sfu/mme der beiden Paral- 
lelen (oder der Mittelparallelen). 

d) Die Fläche eines Vielecks wird 
bestimmt (Fig. 189) durch Zerlegung des- 
selben in Dreiecke und Trapeze mittels 
einer Eckenlinie und Senkrechten zu dieser 
aus den Ecken. Man mifst letztere (y^, j/g, y^, sowie die Abschnitte, 
welche sie auf dör Eckenlinie bilden {x^ bis x^. Dann ist der Inhalt 

^"=^[^1^1 + (^1 + ^2 + ^8 + ^4)2/2 + (^2 + ^3)(yi + 2/3) + ^4^8)]- 

3. Die Aufgabe: von einem Rechteck, dessen Inhalt J und eine 
Seite a in einander entsprechenden Mafsen ausgedrückt sind, die 
andere Seite zu berechnen, — wird durch Teilung der ersteren durch 
die zweite Zahl gelost; denn weil 

J z= a • 6, 
J 




Fig. 189. 



SO ist 



6 = 



a 



Ebenso ist aus der Fläche J eines Dreiecks und aus einer Grund- 
seite a deren Höhe Ä, ebenso aus J und h die örundseite a be- 
rechenbar; denn aus 

J'= ^a ' h 



h = — , 



a = 



2J 



folgt: - - a ' - - Ä 

Ist der Inhalt eines Quadrates gegeben, so ist die Seite desselben 
die Quadratwurzel aus der Zahl der Flächeneinheiten, d. h. diejenige Zahl, 
welche mit der ihr gleichen Zahl vervielfacht die erstere Zahl ergiebt. 

Henrioi u. Trentlein, Lehrb. d. Blem.-Geometrie. I. 8. Aufl. 7 
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Ist z. B. der Flächeninhalt eines Quadrates 57 qm 76 qdm, so liegt 
die Seite zwischen 7 m und 8 m; denn erstere gäbe 49 qm, letztere 
64 qm. Ninmit man das Quadrat zu 7 m von der Fläche weg^ so bleiben 
8 qm 76 qdm = 876 qdm und zwar (nach § 43, 6, Fig. 154) in Form zweier 
Eechtecke und eines Quadrates; Yon diesen haben die ersteren eine Seite von 
70 dm Länge, so daTs nach Obigem die andere Seite nicht ganz 876 : (2 • 70), 
also etwa 6 dm sein kann. Nun ist bei letzterer Annahme der Flächen- 
inhalt der Rechtecke 2 • 70 • 6 = 840 und der des Quadrates 6 • 6 = 36, 
beide zusanunen in der That 876 qdm. Also ist die Seite des Quadrates 
= 7 m 6 dm. 

Für diese Berechnung ergiebt sich folgende Anordnung: 

y57|76 = 76 
87|6 : 146. 



Wäre nach dem Abzählen der beiden Eechtecke und des Quadrates 
noch ein Best geblieben, so würde man weiter 76 dm als die Seite des 
nun hinweggenommenen Quadrates in Betracht ziehen und in gleicher 
Weise fortfahren, um die zweite Seite der beiden übrigen Rechtecke zu 
erhalten u. s. f., wodurch sich auch noch cm, mm ergeben. 

Man trennt hierbei, entsprechend den hundertteiligen Mausen der 
Flächen, die mehrstellige Zahl vom Komma ab in zweizifferige Gruppen 
und verfährt nach der angegebenen Anordnung. Den Ziffern nach dem 
Decimalzeichen kann man Nullen anhängen und mit diesen die Rechnung 
bis auf jeden beliebigen Grad der Genauigkeit fortsetzen. 

Ist z. B. der Inhalt des Quadrates ==57 qm 87 qdm 28 qcm 
= 5787,28 qdm, so erhält man die Quadratseite: 



y57|87,|28 = 76,07 

8 8j7 : 146 
112|8:1520 
1 1280|0 : 15207 
6351 

Für eine oder zwei Ziffern weiter genügt, statt der Fortsetzung des 
angegebenen Verfahrens, die abgekürzte Teilung: 

63510 : 15214 = 417 
2654 
1133. 

Also ist die Seite =76,07417 dm. Die Rechnung ist übrigens nicht 
weiter zu führen, als der Genauigkeit der Messung der Fläche entspricht; 
sind bei dieser die qcm nicht mehr berücksichtigt, so ist auch bei der 
Seite die Zahl der cm nicht mehr zu berechnen. 

Wie dieses Rechnungsverfahren im Verein mit dem pythagoreischen 
Lehrsatz zur Berechnung von Strecken dient, zeigt der zweite Teil der 
ebenen Geometrie. 
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Abkürzungen: 

A. Augenmafs. 

L, Lineal. 

M. Mafsstab oder Mefslineal. 

Wm. Winkelmesser. 

Wsch. Winkelscheit und zwar I mit 46% 11 mit 80® und 60<^. 

Z. Zirkel. 



Aufgaben zum zweiten Kapitel. 
I. Strecken. 

Bemerkung: In den folgenden Übungen soll ein Millimeter als Einheit 
genommen werden. 

1) Auf einer Geraden liegen 1, 2, 3, . . ., n Punkte; wie viele § 6. 
Halbstrahlen entstehen in jedem dieser Fälle? wie viele Strecken? 

2) Beliebig lange Strecken sind zu zeichnen, dann zu schätzen, 
hierauf zu messen. 

3) Die Strecken a = 40, 6 = 30, c=18, rf = 45, e = 72 sollen 
zuerst nach A. und dann je unmittelbar darunter genau mit M. ge- 
zeichnet werden. 

4) Man zeichne mit M. die Strecken p == 28, q= 16, r==9, 
s = 37. Dann zeichne man zuerst nach A., hierauf auch durch 
Übertragen mittels Papierstreifens die Strecken: 

P + Qy s + r, p + r + q, r + s + g; 

s — q, P — r-, P + q — r, s — q+p. 

Die Ergebnisse sollen mit dem M. geprüft werden. 

5) Wenn A, J5, 0, X, Y, Z auf einander folgende Punkte einer 
Geraden sind, so soll man ausdrücken: 

a) AC, BX, CZ je als Summe zweier Strecken, 
ß) AX, BY, BZ, AZ je als Summe dreier Strecken, 
y) AB, CX, BY je als Unterschied zweier Strecken, 
d) AB + BX, BX + XZ, AB + BX+XY, BY—XY, 
AB + BY— XY, AC — XZ-{- CZ je als eine Strecke. 

6) Eine gegebene Strecke (z. B. x =1% oder y = 30) soll nach 
A. u) verdoppelt, j8) verdreifacht, y) verfünffacht, S) halbiert, s) in 
drei gleiche Teile geteilt werden. — Prüfung durch M. 

7) Eine Strecke (z. B. s = 84) sei gegeben. Man zeichne nach 
A. eine andere Strecke, welche a) \ der ersteren ist, oder welche 
ß) i) y) i} *) 4; «) f der ersteren ist. 

8) Es soll (erst nach Augenmals, dann unmittelbar darunter auch 
genau) a = 36, 6 = 24 gezeichnet werden und dann noch: 

a)4^, ß)^-ia-l), y)2a + \, .J)¥ + ¥- 

9) Wenn bei den Punkten in 5) AB =* CX, so ist auch 
AC = BX. — Umkehrung. 
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[§ 6.] 10) Wählt man einen beUebigen Punkt X a) auf der Ver- 

längerung einer Strecke ABy ß) auf AB selbst, so ist im ersten 
Fall J.X + BX doppelt so grols als MX, wo M die Mitte von 
AB ist, und im zweiten Fall ist AX — XB = ? Zahlenbeispiel. 
Allgemeiner Nachweis. 

11) Nimmt man auf einer Strecke einen beliebigen Punkt und 
aufeerdem sowohl die Mitte des einen hierdurch gebildeten Ab- 
schnittes als die der ganzen Strecke, so ist der nicht halbierte Ab- 
schnitt doppelt so grofs als das zwischen beiden Mittelpunkten liegende 
Stück. Zahlenbeispiel ? Beweis ! 

12) Mit den gegebenen Strecken u = 32^ v = 19, w = bS soll 
gezeichnet werden: a) u — w, v — w, u — 3v, 2v — w;; 

ß) (u -\- v) — w, u — (^ + w)i V -{- (u — w), 

13) Die von drei Punkten -ä, J?, C einer Geraden begrenzten 
Strecken AB, BC, AC sind zu messen, und die Ergebnisse sind zu prüfen 
nach den Gleichungen: 

AB + BC=AC, AC—AB = BC, AG — BC=AB, 

14) Es ist eine Punktgruppe AB CD zu zeichnen, so dafs 

AB = 67, BC= — 3ß, CD = 19, DE = — 9. 

Dann ist ^J^ zu messen und mit der algebraischen Summe der Strecken 
zu vergleichen. 

n. Winkel. 

§ 7. 1) Von demselben Punkte aus gehen 1, 2, 3, . . ., n Halbstrahlen; 

wie viele Winkel werden hierbei gebildet? 

2) Welche Stammbruchteile des rechten Winkels lassen sich je 
durch eine ganze Zahl von Graden ausdrücken? 

3) Zeichne mit Wm. den Winkel von 30^, 80», 90», 120«, 160«, 135<>. 

4) Zeichne nach A. die. Winkel von 45«, 60«, 100«, 20«, 120«; 
hierauf mifs dieselben mit dem Wm. 

5) Welchen Winkel büden die Uhrzeiger um a) 12, 3, 6, 9 Uhr? 
ß) 1 XJhr? y) 6\, 3^, 8f Uhr? d) halb zwölf, dreiviertel zwölf Uhr? 

6) Wenn die Hauptrichtungen der Windrose durch N, Ä, 0, W, 

wenn femer deren Zwischenrichtungen durch JVO, . . . , NNO^ 

bezeichnet werden, welchen Winkel bilden: 

a) N und S? N und 0? S und W? 

ß) W und SW? 8 und NO? NW und O? SO und SW? 

y) N und NNO? und SSW? WNW und ONO? 

7) Zeichne mit Wm. den Winkel von 40« (70«, 111«); dann 
übertrage ihn nach A., hierauf mittels Papierausschnittes a) an einen 
gegebenen Strahl, b) an eine gegebene Gerade in einem bestimmten 
Punkte derselben. 

7 a) Wie kann die Summe zweier (oder mehrerer) Winkel durch 
Drehung erzeugt werden? Ebenso der Unterschied zweier Winkel? 
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8) Die der Aufgabe I, 5 entsprechenden Aufgaben sind für [§ 7.] 
Halbstrahlen und Winkel zu lösen (statt für Punkte und Strecken). 

9) Zeichne mittels Wm. die Winkel a = 36<>, ß = 10^^ y = 70«, 
d = 58®. Dann zeichne zuerst nach A., hierauf auch durch Über- 
tragen mittel^ Papierausschnittes die Winkel: 

a+ß, ß + d, a + d, y + ß + S-, 

y — ß, S — a, ßJ^y — a, 8-ß + a. 
Die Ergebnisse sollen mit dem Wm. geprüft werden. 

10) Die Winkel der Fig. 17 auf S. 12 sind zu schätzen, dann 
zu messen, hierauf ist ihre Summe zu berechnen. 

11) Wenn von fünf um einen Punkt herumliegenden Winkeln 
der Reihe nach a = 74«, ß = 101®, y == 59«, 8 = 94« ist, wie gro& 
ist dann der fünfte Winkel £? [Zu finden durch 1) Zeichnen und 
Messen, 2) Rechnen.] 

12) Um wie viel Grad dreht sich der Minutenzeiger einer Uhr 

a) in 1 Stunde? ß) in ^, i, | Stunde(n)? y) in 30, 20, 10, 25 Zeit- 
minuten? *) in 1, 50, 36, 24 Zeitminuten? 

13) In welcher Zeit beschreibt der Minutenzeiger einen Winkel 
von tt) 270<>, ß) 45^ y) 18®? 

14) Zu verwandehi: a) 20®24'=a;'; ß) 3r22" = a;"; y) 20®30" 
= ic"; d) 203'45" = fl;'5 «) 80,225«= a;^yV'; g) 100^20' 42" = rc«. 

15) Die Winkel a = 57^38', ß = 29M2', y = 100H7" soUen 
annähernd nut Wm. gezeichnet werden. Dann soll man nach A. 
zeichnen, hierauf ausrechnen die Winkel: 

a-ß^ y^ß^ {a + y) — ß, y - {ß + a), 

16) Welcher Winkel er^nzt einen andern a) von 67^19', 

b) von 27^42', c) von 58^47' zu einem ü? oder zu einem ge- 
streckten? oder zu einem vollen Winkel? 

17) a) Ein Winkel sei = 21«37'20"; wie grois ist sein 3, 7, 
9^faches? ß) Das Dreifache (Fünffache) eines Winkels sei = 87« 
19' 30"; wie grols ist der einfache Winkel? 

18) Von zwei Nebenwinkeln sei der eine das 2, 3, 4 . . . fache 
des andern; wie viel Grad hat jeder von beiden? 

19) Einerseits einer Geraden liegen um denselben Scheitel 
a) 3 (oder 4 oder 5 oder 6) gleiche Winkel; 

ß) 5 Winkel, deren erste vier einander gleich, nämlich = |ü (oder 

A> A; A-B) sind; 
y) 4 Winkel, von welchen jeder folgende doppelt so grols ist als 
der vorhergehende. 

Wie grofs sind die einzelnen Winkel? 

(Erst zeichnen nach dem A., dann schätzen, dann rechnen und 
endlich genau zeichnen mit Winkelmesser.) 
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[§ 7.] 20) Welche Gröfse hat jeder von vier um einen Punkt herum- 

liegenden Winkeln, wenn 

a) jeder folgende dreimal so grols ist als der vorhergehende? 
ß) der zweite dreimal so grofs als der erste, jeder der folgenden 
aber gleich der Summe der beiden vorhergehenden ist? 

21) Zwischen 3 (5, 7) durch einen Punkt gehenden Geraden ist 
die Summe von je 3 (5, 7) nicht an einander grenzenden Winkeln 
= 2JB. Beweis? 

22) Sind Winkel mit gleichen Nebenwinkeln gleichgroß? Beweis. 

23) Beweise, dafe die zur Halbierenden eines Winkels in dessen 
Scheitel errichtete Senkrechte seinen Nebenwinkel halbiert. 

24) Die Halbierenden zweier Scheitelwinkel bilden eine Gerade. 
Bieweis. 

25) Nach den Angaben von Aufg.9 sollen gezeichnet werden die Winkel: 
a — y, ß — S, (« + /S) — y, (a + /3) — (y + ^). 

26) Nach den Angaben von Aufg. 15 sollen gezeichnet und berechnet 
werden die Winkel: 

ß — cc, a — y, a + /3 — y, /5 — (a + y). 

27) Welcher Winkel ergänzt einen Winkel a) von 100^, b) von 
127^29^40", c) 155^44" zu einem B? 

28) Irgend drei von demselben Punkt ausgehende Halbstrahlen a, 5, c 
bilden die Winkel a&, hc^ ac. Dieselben sind zu schätzen, dann zu 
messen, und die Ergebnisse sind zu prüfen nach den Gleichungen 

a5 + fec = ac, ac — ah = &c, ac — hc = ah. 

29) Es ist ein Fünfstray ahcde derart zu zeichnen, dafs 

^ ah = 117^, 6c= — 49^ cd =lb2\ c?e = — 27^ 
Es ist nun ^ ac zu schätzen, dann zu messen, hierauf mit der alge- 
braischen Summe der Winkel zu vergleichen. Ebenso "^hd. 

EL Strecken und Winkel. 

§ 8. 1) Es seien a) 2, b) 3, c) 4, d) 5, e) 8, f) 20 Punkte ge- 

geben, von welchen keine drei in gerader Linie liegen. Wie viele 
Verbindungsgerade bestimmen diese Punkte? 

2) Es seien a) 2, b) 3, c) 4, d) 6, e) 9, f) 30 Gerade ge- 
geben, von welchen keine drei durch einen Punkt gehen. Wie viele 
Schnittpunkte bestimmen diese Geraden? 

3). Man soll ein beliebiges Dreieck, Viereck, Fünfeck (ohne ein- 
springende Ecken) zeichnen; dann sollen die einzelnen Winkel jeder 
Figur geschätzt, hierauf gemessen, und endlich soll die Summe aller 
Winkel derselben Figur angegeben werden. 

(Probe: Die Summe mufs beim Dreieck = 180^, beim Viereck 
= 860<>, beim Fünfeck = 540<> sein.) 
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4) a) Man soll einen Geradenzug AB .,. H zeichnen, bei welchem [§ 8.] 
die Strecken AB, BC,...,GH nach der Reihe = 30, 16, 14, 12, 10, 8, 6 
sind und die gleichwendigen Winkel J5, . . . , G = 140^ 135«, ISO«, 
125«, 120«, 100«. Man schätze und messe ^i^,jDF,<^5DF,<^J.i^Z). 

b) Ebenso für 30, 22, 18, 16, 12, 10 mm und 150«, 135«, 122«, 
115«, 100«. 

c) Ebenso für 85, 15, 12, 10, 8 mm und für 230«, 180«, 230«, 130«. 

d) An dieselbe Strecke AB soll dieselbe Figur wie in a) nur mit 
gegenwendigen Winkeln angetragen werden. 

5) Man zeichne ein Viereck, Fünfeck, Sechseck, . . . und a) seine 
von einem Eck ausgehenden, b) seine sämtlichen Eckenlinien. Wie 
grofs ist deren Anzahl bei a)? bei b)? 

6) Zeichne verschiedene Gestalten eines Sechsecks, das durch 
sechs fest gegebene Eckpunkte bestimmt ist. (Vgl. Fig. 35, S. 17.) 



Aufgaben zum dritten Kapitel. 
IV. Zeiehenaufgaben. 

1) Zwei Scheitelwinkel sollen in Papier ausgeschnitten (oder auf § 9. 
Papier und auf aufgelegtes Pauspapier gezeichnet) und durch Um- 
drehung zur Deckung gebracht werden. 

2) Von einem Punkt M aus (wie in Fig. 36) gehen Strecken 
MA, MB, . . . ; ihre Längen und die zwischen je zwei auf einander 
folgenden liegenden Winkel AMB, BMC, . . . seien gegeben, nämlich: 

a) die Strecken = 24, 24, 24 und die Winkel = 60«, 60«; 

b) die sechs Strecken = 30, 17,4, 30, 17,4, 30, 17,4 und jeder 
der Winkel = 30«; 

c) acht Strecken abwechselnd je 30 und 16,2, die Winkel sämt- 
lich ;= 22^«; 

d) die acht Strecken = 17, 31, 40, 13, 17, 31, 40, 13 und die 
Winkel = 24«, 21«, 21«, 24«, 24«, 21«, 21«. 

Man soll den Geradenzug ABGD . . . und die in Bezug auf M 
gegengesetzte Figur zeichnen. 

3) Zu einem gegebenen Punkt A und zu einem Halbstrahl & durch § 10. 
ihn sind in Bezug auf einen Mittelpunkt M die gegengesetzten Gebilde 

zu zeichnen a) mit L. und M., b) mit M. und Wm. — Ebenso, wenn 
der Halbstrahl h durch eine Gerade h ersetzt wird. 

4) Zwei gegengesetzte Gerade und der Mittelpunkt sind gegeben; 
man soll allein mit dem L. a) zu einer weiteren Geraden, b) zu einem 
weiteren Punkt das gegengesetzte Gebilde finden. 

5) Durch einen Punkte, ist zu einer Geraden ^.^Xj die Parallele 
zu ziehen mit L. und M. (Bestimme gemäfs Fig. 37 A^, M, B^, B) 
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§ 11. 6) a) In Fig. 38 (S. 20) sei -^ y = 63^7'; wie grofs sind die sieben 

übrigen Winkel? b) Wie grofs sind diese, wenn ^ß^=122^3& ist? 

7) Es soll Aufg. 5 gelöst werden mit a) L. und Wm., b) L. 
und Wsch. 

8) Um eine Strecke a zu halbieren, zieht man a) durch deren 
Grenzpunkte gegengerichtete parallele und gleiche Strecken (mit L., 
Wsch. und M.) und verbindet die Endpunkte der letzteren — oder: 
b) man zieht durch die Grenzpunkte von a zwei Paare gegen- 
gerichteter Parallelen (mit L. und Wsch.) und verbindet deren 
Schnittpunkte. 

9) Eine Strecke s und aulser ihr ein Punkt P sind gegeben; 
man soll s durch eine Gerade von P aus halbieren. (Vgl. Aufg. 8 b.) 

10) Zu einer Geraden a ist mit L. und Wsch. eine Senkrechte 
zu ziehen. — Andeutung: Lege das L. und an dieses die längste 
Seite des Wsch. so, dafe dessen zweite Seite an a liegt; dann ver- 
schiebe das Wsch. beliebig längs des L. und ziehe die Gerade längs 
der dritten Seite des Wsch. 

§ 12. 11) Durch einen von drei (nicht in einer Geraden liegenden) 

Punkten ist eine Gerade zu ziehen, so dafe die Senkrechten von den 
beiden andern Punkten auf sie einander gleich werden. 

12) Durch einen Punkt P innerhalb eines Winkels ist eine 
Gerade so zu ziehen, dafs ihre von den Schenkeln begrenzte Strecke 
in P halbiert wird. 

13) Durch einen Punkt P aufserhalb eines Winkels ist eine 
Gerade so zu ziehen, dafs die auf ihr durch die Winkelschenkel und 
durch P begrenzten Strecken gleich werden. 

14) In einen Winkel ist eine Strecke s so einzutragen, dafe sie 
einer 'gegebenen Geraden parallel wird. 

15) Zwischen zwei Parallele ist eine Strecke von gegebener 
Gröfse so einzutragen, dafs sie (oder ihre Verlängerung) durch einen 
gegebenen Punkt P geht. 

16) In der Ebene der Fig. 41 (S. 21) sei ein Punkt P gegeben. 
Man soll durch ihn eine Gerade so ziehen, dafs die von den zwei 
Paaren Paralleler begrenzten Strecken gleiche Gröfse bekommen. — 
Andeutung: Ziehe die Parallele zu ÄJ^ (oder BB^) durch P. 

17) Es soll Aufg. 5 gelöst werden a) mit Wsch. und M. nach 
dem Satze § 12, 2b (vgl. Aufg. 7); b) mit L. und M. nach dem 
Satze §. 13, ib. 

§ 13. 18) Trägt man eine Strecke (w — l)mal an und teilt dann die 

so erhaltene ganze Strecke in n gleiche Teile, so erhält man zwischen 
den Grenzpunkten der zuerst angetragenen Strecken und den neuen 

Teilpunkten der Reihe nach — , — , - • • • der ursprünglichen Strecke. 
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Anwendung. Zwei MaTsstäbe, deren einer Millimeter angiebt, [§ 13.] 
während der andere durcli Teilung von 9 mm in 10 gleiche Teile erhalten 
wurde, können folgendermafsen zur genaueren Bestimmung der Länge 
einer Strecke benutzt werden. Man legt einerseits der Strecke von dem 
einen Grenzpunkt aus den Nullpunkt des ersten Mafsstabes an, ander- 
seits an den andern Grenzpunkt den Nullpunkt des zweiten Mafsstabes; 
dann kommen zu der ATiza,h1 der am HauptmaTsstab abgelesenen Milli- 
meter noch so viele Zehntel-Millimeter hinzu, als auf dem zweiten Mafs- 
stab (vom Nullpunkt ab) Teile gezählt werden bis dahin, wo zwei 
Teilstriche beider Mafsstäbe zusammentreffen. — Eine solche Einrichtung 
zur Messung sehr kleiner Strecken heifst Nonius und wird entsprechend 
auch zur Messung von Winkeln verwertet. [Der Name zu Ehren des 
Portugiesen Nunez, lat. Nonius (f 1577), welcher eine von der beschrie- 
benen freilich verschiedene Vorrichtung angab; den eingeteilten Schieber 
fahrte erst Vernier ein (1631).] 

V. Lehrsätze. 

1) Die Winkelhalbierenden gleichwendiger Winkel an einer durch § 12. 
zwei Parallele gelegten Geraden sind paralleL Ebenso die Winkel- 
halbierenden gleichwendiger Winkel mit paarweise parallelen Schenkeln. 

2) Umkehrung von 1): Wenn die Halbierenden gleicher Winkel 
parallel sind, so sind auch die Schenkel der Winkel paarweise 
parallel. 

3) Wird durch jedes Eck Ä, J5, C eines Dreiecks die Parallele § 13. 
zur Gegenseite gezogen, so sind Ay B^ C die Seitenmitten des neuen 
Dreiecks. 

4) In einem Dreieck halbieren einander die Verbindungsstrecke 
eines Ecks mit der Mitte der Gegenseite (Schwerlinie) und die Ver- 
bindungsstrecke der Mitten der beiden andern Seiten. 

5) Verlängert man eine Dreieckseite um ihre eigene Länge und 
verbindet man den Endpunkt der Verlängerung mit der Mitte einer 
zweiten Seite, so schneidet die Verbindungsgerade \ der dritten Seite 
ab. — (Benütze die Parallele zur Verbindungsgeraden durch den 
Schnittpunkt der beiden ersten Seiten.) 

6) Schneidet man in Fig. 41 (S. 21) auf ÄX ein Stück 

ÄZ= i, i, i, • • • - von ÄX ab und zieht YZ, so liegt der auf 

rv 

ÄÄ^ entstehende Schnittpunkt P so, dafs ÄP gleich -J-; i; / • ;;;qri 

von ÄÄ^ ist — und umgekehrt. Auch ist PZ=^, i? * ' • j^THTi 

von TZ. — Andeutung: Verlängere AX um XZ^ = AZ und 
ziehe A^Z^^, sowie durch weitere passende Teilpunkte auf AX Parallele 
zu A^Zj^ und wende § 13, 2a an. 
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VI. Berecbnung von Winkeln und Sätze über Winkel im Dreieck 

nnd Vieleck. 

§ 14. 1) Zwei Winkel u und ß eines Dreiecks seien gegeben, nämlich 

a) 80<> und 60», b) 54037' und 61^28', c) 32M5' und 101^20"; 
man soll den dritten Winkel finden zuerst durch Zeichnung und 
Messung, dann durch Rechnung. 

2) Ein Winkel eines Dreiecks sei doppelt, ein anderer dreimal 
so groJii als der dritte Winkel. Drücke diese Bedingungen durch 
Buchstaben aus! Wie viele Grad haben die Winkel? Zeichne das 
Dreieck! 

3) Wie grofs sind die Winkel a, j8, y eines Dreiecks, wenn 

l)a = ^ = 2y, 2)« = /S = f, 3) « = | = |, 

4) a + /3 = y, a — i' = |- sein soll? 

4) Von den Dreieckswinkeln a, /3, y sei a um 6^47' kleiner als 
ßy und ß sei um 9^25' grölser als y. Wie viel Grad hat jeder? 

5) a) Ein Winkel a eines Dreiecks sei == 52^, ein nicht an- 
liegender Aufsenwinkel 8 sei = 119^. Man soll die beiden andern 
Dreieckswinkel finden durch Rechnung und durch Zeichnung. — 
Ebenso, wenn: b) ^ a = 98^20', ^8 = 13^7'; 

c) ^ a == 19<>37', ^ * = 76H0"; 

d) ^ a = 129^20' 30", ^8 = 150«50". 

6) In einem rechtwinkeligen Dreieck sei der eine spitze Winkel 
a) 2-, b) 3-, c) 4-, d) 7-, e) 9-, f) 14 mal so grols als der andere. 
Wieviel Grad hat jeder? 

7) a) Welche Winkel bilden die Halbierenden der Winkel a 
und ß in Aufgabe 1 mit einander? b) Ebenso die Halbierenden der 
spitzen Winkel in Aufg. 6? 

8) Drei Winkel eines Vierecks betragen 99«27', 126^2', WhT-, 
wie grofs ist der vierte Winkel? (Erst zeichnen und messen, dann 
rechnen !) 

9) Wenn die Winkel eines 4-, 5-, 6-, ... w-ecks alle gleich sind, 
wie grofs ist ein jeder? — Müssen dann auch alle Seiten gleich- 
grofs sein? 

10) Die aus dem Scheitel des rechten Winkels eines recht- 
winkeligen Dreiecks zur Gegenseite gefällte Senkrechte teilt das 
Dreieck in zwei andere, welche unter einander und mit dem ganzen 
Dreieck einzeln gleiche Winkel haben. 

11) Um durch einen Punkt P eine Gerade zu ziehen, welche mit 
einer Geraden a einen gegebenen Winkel a bildet, falle man durch 
P die zu a Senkrechte s, trage in P an s den -^a an = -^sc und 
ziehe in P die Senkrechte d zu c. 
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12) Die Halbierenden zweier Winkel, deren Schenkel senkrecht [§ 14.] 
zu einander stehen, sind ebenfalls senkrecht zu einander oder parallel. 

13) Bei zwei Parallelen, die von einer Geraden durchschnitten 
werden, sind die Halbierenden zweier gegenwendigen Winkel senk- 
recht zu einander. 

14) Werden in einem Dreieck von den Ecken aus (oder von 
beliebigen auf den Seiten liegenden Punkten aus) gegen die Seiten 
unter gleichwendig gleichen Winkeln Gerade gezogen,- so bilden 
letztere ein neues Dreieck mit denselben Winkeln wie das ursprüng- 
liche. — Besonderer Fall, wenn die Geraden senkrecht zu den Seiten 
(oder zu deren Verlängerungen) sind. 

15) Zwischen den Schenkeln a und 6 eines Winkels werden drei 
Halbstrahlen jp, g, r so gezogen, dals der Scheitel von p und q auf a, 
der von q und r auf 6 liegt und dafs p und g mit den Gegenrich- 
tungen von a gleiche Winkel bilden, ebenso q und r mit den Gegen- 
richtungen von &. Dann ist der Winkel des Gegenstrahles von j) 
mit dem Halbstrahle r = 2 -^ ah. 

Hierauf beruht die Anwendung des Winkelspiegels, der dem Geo - 

-^ afe = — ), und 

des Spiegelsextanten, der hauptsächlich zur See als Winkelmesser 
benützt wird. 

16) Die Summe der hohlen Winkel a, j3, y, 8, s 
eines Stemfünfeckes ist = 2B, Wie grofs ist die 
Summe der hohlen Winkel eines Stemsiebeneckes ? 

17) In der Fig. 190 sind aus folgenden Winkeln 
die übrigen zu berechnen: x = 48^, a = 32®, y == 95®, 

= 55®. Fig. 190. 

18) Zu zeigen, dafs es mit Rücksicht auf die 
Anzahl von überstumpfen, stumpfen, rechten, spitzen Winkeln zehn 
Arten von Vierecken giebt. 

19) Beweise, dafs die Summe der Innenwinkel eines gewöhn- 
lichen Vierecks 4JB beträgt; ebenso, dafs sie beim Fünfeck 6iJ, beim 
Sechseck 8JR beträgt. — Andeutung: Zerlege das Vieleck in Drei- 
ecke, entweder durch Eckenlinien von einem Eck aus oder durch 
Halbstrahlen, welche von einem Punkt im Innern nach den Ecken 
gezogen werden. 

20) a) Wie viele von demselben Eck ausgehende Eckenlinien hat 
ein Viereck? ein Fünfeck? ... ein w-eck? b) Wie viele Eckenlinien 
überhaupt hat ein 4-, 5-, 6-, ... w-eck? 

21) Jeder Winkel eines w-ecks, dessen Winkel alle einander 

gleich sind, ist (2 j JB. 
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[§ 14] 22) Wie viele Ecken hat ein Vieleck, wenn jeder einzelne Winkel 

desselben a) IJB, ß) iJB, y) ^B, ö) |JB, e) fJB, f) fJB betragt? 
23) In einem gleichwinkeligen 2n-eck ist jede Seite parallel zur 
w*®° folgenden Seite. 



Aufgaben zum vierten Kapitel. 

Vn. Lehrsätze. 

§l5u.l6. 1) Jede Senkrechte zur Halbierenden eines Winkels schneidet 

auf den Schenkeln gleiche Strecken ab und bildet mit ihnen gegen- 
wendig gleiche Winkel. — Umkehrungen dieses Satzes? 

2) Die aus zwei zu einander Senkrechten bestehende Figur hat 
jede derselben als Mittellinie. 

3) Wie viele Gerade (Punkte) bestimmen zwei Paare von Punkten 
(Geraden)^ die eine gemeinsame Mittellinie haben? Welche Lage 
haben dieselben? 

4) Zwei Strahlen eines Punktes der Mittellinie, welche einzeln 
parallel sind zu zwei beiderseits entsprechenden Geraden, liegen selbst 
entsprechend. 

5) Sind zwei Gerade parallel, so sind es auch die ihnen in 
Bezug auf irgend eine Mittellinie entsprechenden Geraden. 

6) Zieht man durch zwei Punkte Ä A Ä^ ein Paar Geraden 
a A «1 und zu diesen auch ein Paar Parallele h \\ a^ und \ || a, so 
ist auch h A\. 

7) Wenn zwei Geradenpaare eine gemeinsame Mittellinie haben, 
so ist diese auch Mittellinie fär die Winkelhalbierenden der Geraden. 

8) Die Senkrechten von einem Punkt der Mittellinie zweier 
Geraden (oder von zwei beiderseits gleichliegenden Punkten aus) auf 
diese Geraden haben beiderseits der Mittellinie die entsprechende Lage. 



1') Zu einem Winkel ist die 
Halbierende zu zeichnen mit Wm. 



Vm. Zeichenaufgaben. 

1) Zu einer Strecke ist die Mittel- 
senkrechte zu zeichnen mit M. 
und Wsch. 

2) Von einem Punkt Ä ist auf eine Gerade b die Senk- 
rechte zu fallen a) mit Wsch., b) mit L. und Wsch. — An- 
deutung zu b): Man lege L. und Wsch. so, dafs der eine Schenkel 
des rechten Winkels an b liege, während das L. am andern Schenkel 
und an A anliegt. — Welche der beiden Zeichnungsweisen a) und b) 
ist die vorteilhaftere? 
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3) Zu einem gegebenen Punkt Ä 
bei gegebener Mittellinie ist mit 
Wsch. und M. der gegenseits ent- 
sprechende Punkt zu zeichnen. 



3') Zu einer gegebenen Geraden [§ 16.] 
a bei gegebener Mittellinie ist mit 
Wm. die gegenseits entsprechende 
Gerade zu zeichnen. 



4) Zu einem gegebenen Punkt Ä und zu einer durch ihn 
gehenden Geraden b sind in Bezug auf eine Mittellinie c die gegen- 
seits entsprechenden GebUde zu zeichnen. 

5) Zwei Scheitelwinkel sollen durch Umwenden zur Deckung 
gebracht werden (vgl. IV, i, S. 105). 

6) Zur Bestimmung der Winkelhalbierenden mit dem M. trägt man 
vom Scheitel aus auf den Schenkeln zwei Paare gleicher Strecken ab 
und verbindet deren Endpunkte übers Kreuz. Der Schnittpunkt des 
Kreuzes liegt dann auf der Winkelhalbierenden. Warum? 

7) Zur Bestimmung der Winkelhalbierenden mit dem M. und Wsch, 
kann man vom Scheitel aus auf den Schenkeln gleiche Strecken ab- 
tragen und durch deren Endpunkte je eine Parallele zum andern 
Schenkel ziehen. Der Schnittpunkt der letzteren Geraden liegt auf der 
Winkelhalbierenden. Warum ? 

8) Die Mittellinie und zwei gegenseits entsprechende Punkte Ä und 
Ä^ seien gegeben. Man soll a) zu einem weiteren Punkt B^ ß) zu 
einer weiteren Geraden b mit dem L. allein das gegenseitige Gebilde 
zeichnen. — Andeutung zu a): Verbinde B mit Ä und A^] — zu 
ß): Wähle auf b den beliebigen Punkt C und bestimme nach a) C^. 

9) Unter der gleichen Annahme wie in Aufg. 8 ist durch einen 
beliebigen Punkt B die Senkrechte zur Mittellinie zu zeichnen. 

IX. Lehrsätze vom gleichschenkeligen Dreieck. 

1) Im gleichschenkeligen Dreieck ist 

a) der Aufsenwinkel an der Spitze doppelt so grofs als ein § 17. 
Winkel an der Grundseite, 

ß) jeder Winkel an der Grundseite gleich B weniger dem halben 
Winkel an der Spitze, 

y) ein Aulsenwinkel an der Grundseite gleich B vermehrt um 
den halben Winkel an der Spitze. 

2) In jedem Dreieck bilden die Halbierende eines Winkels, ein 
Schenkel desselben und eine Parallele zum andern Schenkel ein 
gleichgeneigtes Dreiseit. 

3) Im gleichschenkeligen Dreieck ist die Halbierende des AuCsen- 
winkels an der Spitze parallel der Grundseite. — Umkehrung? 

4) Eine von zwei Parallelen begrenzte Strecke und die Halbierende 
eines zwischen der Strecke und der einen Parallelen liegenden'Winkels 
bilden mit der andern Parallelen ein gleichschenkeliges Dreieck. 
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[§ 17.] 5) Wird in dem gleichschenkeligen Dreieck ABC, dessen Spitze 

B sei, CB verlängert bis D, so dafs BB = CB, so ist DA senk- 
recht zu AC, — Wie läfst sich dies verwerten, um im Grenzpunkt A 
des Strahles AC za diesem die Senkrechte zu errichten? 

6) a) Wenn in einem Dreieck ein Eck C von der Mitte M der 
Gegenseite AB um deren Hälfte entfernt ist, so ist der Winkel am 
Eck C ein rechter. — b) Umkehrung von a)? — Zum Beweis ziehe 
ML II AC. 

7) Wenn in einem rechtwinkeligen Dreieck die Gegenseite des 
rechten Winkels doppelt so grofs ist als eine zweite Seite, so beträgt 
der Gegenwinkel der letzteren ^JR, der andere spitze Winkel ist ^B. 

8) Sind die Winkel eines Dreiecks ^ JR, |^i?, JB, so ist die Gegenseite 
des Rechten doppelt so grofs als die Gegenseite des kleinsten Winkels. 

9) Verlängert man im rechtwinkeligen Dreieck die Gegenseite des 
Rechten nach beiden Richtungen um die anliegende Seite und verbindet 
die entstehenden Endpunkte mit dem Scheitel des rechten Winkels, so 
bilden die Verbindungsgeraden mit einander l^JB. — Welcher ent- 
sprechende Winkel entsteht, wenn man die anliegenden Seiten beide 
einwärts, oder wenn man die eine ein- und die andere auswärts abträgt ? 

10) Trägt man in einem rechtwinkeligen Dreieck den einen 
spitzen Winkel an der ihn mitbildenden Seite in den rechten Winkel 
hinein, so halbiert der Schenkel desselben die Gegenseite des Rechten. 

11) In einem gleichschenkeligen Dreieck, in welchem jeder 
Winkel an der Grundseite ^JB beträgt, teilen die Mittelsenkrechten 
der Schenkel die Grundseite in drei gleiche Teile. 

12) Trägt man vom Scheitel A eines spitzen Winkels aus 
(z. B. von 11^) auf dem einen Schenkel eine Strecke AB (etwa = 
25 mm) ab, trägt man dann diese von B aus bis zum andern 
Schenkel ein, BC = AB, und wieder bis zum ersten Schenkel 
CD == AB n. a, {,, so sind die Winkel an den Grundseiten der ent- 
stehenden gleichschenkeligen Dreiecke das 1-, 2-, 3-, 4- . . . fache des 
Winkels A. 

13) Wählt man auf den Seiten eines gleichseitigen Dreiecks 
Punkte jK", i, M, die je von den Ecken A, B, C um ^ der Seiten 
entfernt sind, so bilden die Verbindungsgeraden der Punkte ein 
gleichseitiges Dreieck, dessen Seiten zu denen des ursprünglichen 
senkrecht sind. — Andeutung: Halbiere z. B. AM in X und ziehe 
XK (vgl. Aufg. 5). 

14) Teilt man jede Seite eines gleichseitigen Dreiecks in drei 
gleiche Teile und verbindet je die einem Eck zunächst liegenden 
Teilpunkte, so entsteht ein Sechseck mit gleichen Seiten und Winkeln. 

15) Zieht man im gleichschenkeligen Dreieck die Halbierende eines 
Winkels an der Grundseite bis zum Schenkel, und zieht man dann 
durch den Endpunkt die Parallele zur Grundseite, so sind die der 
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letzteren anliegenden Abschnitte der Schenkel einander nnd jener [§ 17.] 
Parallelstrecke gleich. 

16) Jede Gerade, welche auf dem einen Schenkel eines Winkels 
dieselbe Strecke vom Scheitel aus abschneidet wie auf dem andern, 
ist mit jeder andern solchen Geraden parallel; ebenso jede Gerade, 
deren Gegenrichtungen mit beiden Schenkeln gegenwendig gleiche 
Winkel bildet. 

17) Zieht man aus einem beliebigen Punkt der Grundseite eines 
gleichschenkeligen Dreiecks Strecken parallel zu den Schenkeln und 
bis zu diesen, so ist deren Summe gleich dem einen Schenkel. 

18) Im gleichschenkeligen Dreieck sind die von den Grenz- 
punkten der Grundseite zu den Schenkeln gezogenen senkrechten 
Strecken einander gleich; ebenso die bis zu den Gegenseiten ge- 
zogenen Halbierenden der Winkel an der Grundseite. Ihre Schnitt- 
punkte liegen auf der Mittelsenkrechten der Grundseite. 

19) Wenn man in einem gleichschenkeligen Dreieck von den 
Grenzpunkten der Grundseite aus die gleiche Strecke auf dem einen 
Schenkel und auf der Verlängerung des andern abträgt, so wird die 
Verbindungsstrecke der Grenzpunkte von der Grundseite halbiert. — 
Andeutung: Man bestimme den Punkt, welcher dem einen Grenz- 
punkt in Bezug auf die Mittellinie entspricht und benütze § 13, 2 a. 

20) Zieht man in einem gleichschenkeligen Dreieck von einem 
beliebigen Punkt der Grundseite aus die beiden Strecken senkrecht 
zu den Schenkeln und von einem Grenzpunkt der Grundseite die Senk- 
rechte zu einem Schenkel, so ist die Summe der beiden ersteren gleich 
der letzteren. — Andeutung: Man ziehe durch jenen Punkt die Parallele 
zu dem zuletzt genannten Schenkel und benütze Aufg. 18 und § 12, 2 a. 

21) Zieht man von einem Punkt P im Innern eines gleich- 
seitigen Dreiecks ABC die Strecken senkrecht zu den Seiten, so ist 
deren Summe gleich der senkrechten Strecke von einem Eck zur 
Gegenseite. — Andeutung: Ziehe durch P die Parallele zu einer 
Seite und benütze den vorhergehenden Übungssatz. 

22) Bringt man von zwei deckungsföhigen Figuren ein Paar 
übereinstimmender Seiten zur Deckung, so liegen die Figuren entweder 
a) gegengesetzt in Bezug auf den Mittelpunkt der Seite, oder b) gegen- 
seitig entsprechend in Bezug auf die Seite oder c) gegenseitig ent- 
sprechend in Bezug auf die Mittelsenkrechte der Seite. 

X. Zeichen- nnd Rechenaufgaben. 

1) In einem gleichschenkeligen Dreieck sei gegeben der Winkel § 17. 
an der 

a) Spitze = 54« (oder 79<>56' — oder 137^28' — oder 83^44' 20"), 
ß) Grundseite = 80« (oder 72«38' — oder 47ö29'40" — oder 29^50"); 

Henriciu. Tientlein, Lehrb. d. Elem.-GeometTie. I. 8. Aufl. 8 



5) Die Mittelsenkrechte einer 
Strecke ist mit Wm. und L. zu 
zeichnen. 



6) Man erhält die Halbierende eines Winkels, indem man eine 
beliebige Strecke sowohl auf dem einen Schenkel, als auch auf dem 
Gegenstrahl des andern Schenkels vom Scheitel aus abträgt und zur 
Verbindungsgeraden der Endpunkte dieser Strecken die Parallele durch 
den Scheitel zieht. — Warum? 

7) Man soll die Halbierende des Winkels zweier Geraden a und h 
zeichnen, ohne deren Durchschnitt zu benützen. 

Andeutung: Ziehe eine Gerade c durch a und &; ist dann 
^ 6c = ca, so ziehe die Mittelsenkrechte zur Strecke c; ist aber etwa 
*^ 6c > ca, so ziehe durch den Schnitt von 6 und c noch d so, dafs 
^ 6d = ca, halbiere -^ de u. s. w. — Oder: Ziehe eine beliebige 
Parallele c zu a, welche 6 schneidet, halbiere ^ 6c durch d, ziehe 
eine beliebige Senkrechte zur Geraden d u. s. w. 

8) Zwei Parallele und ein beliebiger Punkt P sind gegeben. 
Man soll ein gleichschenkeliges Dreieck so zeichnen, dafs P seine 
Spitze wird, während seine beiden andern Ecken in die Parallele 
fallen und die Grundseite einer gegebenen Geraden g parallel wird. — 
Andeutung: Auf welchen Geraden muls der Mittelpunkt der Grund- 
seite liegen? 

9) Es sei eine Gerade a gegeben und aufser ihr zwei Punkte B 
und C. Man soll auf a einen Punkt X suchen, so daJs seine Ver- 
bindungsgeraden mit B und C gleiche Winkel mit a bilden. — 
Andeutung: Zeichne B^ A B in Bezug auf a. 

Zu unterscheiden, ob B und C auf derselben Seite oder auf ver- 
schiedenen Seiten von a liegen, (Anwendung: Billard — Spiegelung.) 
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[§ 17.] man soll die fehlenden Winkel des Dreiecks finden erst durch Zeich- 
nung, dann durch Rechnung. 

2) In einem gleichgeneigten Dreiseit sei der Winkel an der 
a) Grundseite 2 mal (oder 4- oder 2^- oder 4^mal) so grofs als 

der an der Spitze; 

ß) Spitze ein Siebentel (oder ^) des Winkels an der Grund- 
seite; man soll die fehlenden Winkel berechnen. j 

3) Ein gleichgeneigtes Dreiseit zu zeichnen, dessen Grundseite 
= 34 TTiTn und dessen Neigungswinkel = 66® (oder 64 mm und 21®) 
ist. Wie grofs werden die Schenkel? — Antw. 41,8 mm (34,3 mm). 

4) Durch einen Punkt ist eine Gerade zu ziehen, welche a) mit 
zwei gegebenen einander schneidenden Geraden gleiche Winkel bildet; 
b) auf diesen Geraden von deren Schnittpunkt ab gleiche Strecken 
abschneidet. 

5') Die Halbierende eines Win- 
kels ist mit M. allein zu zeichnen; 
ebenso mit M. und Wsch. 
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10) Es sei ahc. ein Geradenzug, und aufserhalb desselben seien [§ 17.] 
zwei Punkte P und Q gegeben. Man soll auf jeder der Geraden 
a^h^Cj,,. einen Punkt so finden, dafs 
<^a = a, ß = ßy y = /; • • werde. — 
(Vgl. Aufg. 9.) 

Anwendung hiervon auf das Billard- 
spiel durch Beantwortung der Fragen: 
a) Welchen Weg mufs ein Billardball machen, 
um nach Berührung der vier Seitenwände 
des rechteckigen Billards einen andern Ball 
zu treffen? b) Welchen Weg mufs er machen, 

um nach Berührung der vier Seitenwände Fig. i9i. 

wieder auf den Ausgangspunkt zurückzu- 
kommen? und wie läfst sich beweisen, dafs der von dem Ball hierbei zurück- 
gelegte Weg gleich ist der Summe der Eckenlinien des Billards? 

11) Auf einem Schenkel SP eines Winkels a ist ein Punkt zu 
finden, welcher vom andern Schenkel und von einem gegebenen 
Punkt P des ersteren gleich weit entfernt ist. — Andeutung: Man 

lege in P entweder an PS den Winkel — - — oder an den Gegen- 
strahl den Winkel — y-^ an. 

12) Um die Parallele durch einen Punkt A zu einer Geraden h 
zu zeichnen, zieht man eine beliebige Strecke c von A nach 6, trägt an 
beliebigem Punkte von 6 den -^hc auf derselben Seite von 6 gegenwendig 
an, *^Ci6i = 6c, und macht den Schenkel c^ = c. Der Endpunkt 
von q liegt dann auf der durch A gehenden Parallelen zu 6. — 
Beweis? — Zur Vereinfachung der Zeichnung nimmt man ^ 6c gleich 
einem spitzen Winkel des Wsch. — oder nocK einfacher ^ Je = JB. 

13) Zu einer aus Geraden zusammengesetzten Figur soll in Bezug 
auf eine Mittellinie die , gegenseitige Figur gezeichnet werden (auf 
verschiedene Weise). 



XI. Ungleiche Seiten nnd Winkel im Dreieck. 

1) Beweise Satz la in § 18 (S. 31) durch Abtragen der einen § 18, 
von beiden ungleichen Seiten auf der andern; benütze dann § 17, 2b 
und § 14, 2 b. 

2) Die Halbierende eines Dreieckwinkels teilt die Gegenseite so, 
dafs jeder Abschnitt kleiner ist als die anliegende Dreieckseite. — 
Andeutung: § 14, 2b und § 18, ib. 

3) Eine Höhe eines Dreiecks ist kleiner als die halbe Summe 
der anliegenden Seiten. — Was läfst sich also über die Summe der 
drei Höhen aussagen? 

4) Jede Seite eines Dreiecks ist kleiner als die halbe Summe 
der drei Seiten. 

8* 
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[§ 18.] 5) Verbindet man einen Punkt im Innern eines Dreiecks mit 

den Grenzpunkten einer Seite, so ist die Summe der Verbindungs- 
strecken kleiner als die Summe der beiden andern Seiten. — An- 
deutung: Verlängere eine der Verbindungsstrecken. 

6) Verbindet man einen Punkt im Innern eines Dreiecks mit 
den Ecken, so ist die Summe der Verbindungsstrecken a) gröfser als 
der halbe, aber b) kleiner als der ganze Umfang des Dreiecks. — 
Andeutung zu b): Benütze 5. 

7) Liegen die Ecken eines Dreiecks auf den Seiten eines zweiten, 
so ist der Umfang des ersteren kleiner als der des zweiten. 

-g-) von demselben 

Punkt M ausgehenden Strahlen beliebige Punkte A, B, C angenommen, 
so ist M unter allen Punkten der Ebene derjenige, für welchen die 
Summe der Entfernungen von A, B, C den kleinsten Wert hat. — 
Andeutung: Die in A, By C senkrecht zu den Strahlen gezogenen 
Geraden bilden ein gleichseitiges Dreieck. Auf irgend einen Punkt 
M^ wende man Aufgabe IX, 21 an. 

9) In jedem hohlwinkeligen Viereck ist die Summe der beiden 
Eckenlinien 

a) gröfser als die Summe zweier Gegenseiten; 

b) gröfser als der halbe und kleiner als der ganze Umfang des 
Vierecks. 

10) Einerseits der Senkrechten von einem Punkt zu einer Ge- 
raden giebt es auf dieser nur einen Punkt mit bestimmter Entfernung 
von ersterem Punkt. 

§ 19. 11) Zieht man von einem Punkt der Mittellinie zweier Geraden 

zwei gleiche Strecken nach diesen, so haben die Strecken dieselbe 
Mittellinie, wenn der Winkel zwischen den vom Punkt zu den Ge- 
raden gezogenen Senkrechten die beiden Strecken einschliefst oder 
beide ausschliefst. (Beweis mit Aufg. 10.) 

12) Zieht man von einem Punkt der Mittellinie zweier Geraden 
zwei weitere Gerade, welche mit jenen Geraden gegenwendig gleiche 
Winkel bilden, so haben auch diese Gerade dieselbe Mittellinie. 

13) Welche verschiedenen Arten der Lage können drei Gerade 
der Ebene haben, wenn man ordnet: 

a) nach der parallelen Lage, 

b) nach der Anzahl ihrer Schnittpunkte? 

14) Es sind die wichtigsten Eigenschaften des Dreiecks anzugeben 
und darnach zu ordnen, ob sie handeln: 

a) von den Winkeln, 

b) von der Beziehung zwischen Winkeln und Gegenseiten, 

c) von den Seiten allein. 



N 
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Aufgaben zum fanften Kapitel. 

XII. Übereinstimmimg zweier Figuren. 

1) Zu einem gegebenen Drei-, Vier-, Vieleck ist ein gleiches § 21. 
gleichgerichtetes zu zeichnen. 



2) Für zwei deckungsfähige Punkt- 
reihen kann eine bestimmte Gerade 
Mittellinie werden durch Verschiebung 
längs derselben; zeichnet man näm- 
lich die beiden Punkte S^ und S2 
der Punktreihen, welche dem Schnitt- 
punkt S ihrer Träger entsprechen, 
so ist die Verbindungsgerade der 
Mittelpunkte von SS^ und SS^ die 
Mittellinie. 

3) Die Mittelsenkrechte zu den 
Lagen eines Punktes vor und nach 
einer Drehung geht durch den 
Drehpunkt; 

4) Ein Punkt läfst sich mit einem 
andern zur Deckung bringen durch 
Drehung um einen beliebigen Punkt 
der Mittelsenkrechten beider Punkte. 



2') Für zwei gegenwendige deckungs- 
fähige Strahlenbüschel kann eine be- 
stimmte Gerade Mittellinie werden 
durch Verschiebung längs derselben; 
zeichnet man nämlich die beiden Strah- 
len Si und Sg , welche der Verbindungs- 
geraden der Träger entsprechen, so 
ist die Senkrechte, welche vom Mittel- 
punkt dieser Verbindungsstrecke auf 
die Winkelhalbierenden von ss^^ oder 
SS2 geWlt wird, die Mittellinie. 

3') Die Halbierende des Neben- § 22. 
winkeis der Richtungen einer Ge- 
raden vor und nach einer Drehung 
geht durch den Drehpunkt. 

4') Eine Gerade läfst sich mit 
einer andern zur Deckung bringen 
durch Drehung um einen beliebigen 
Punkt einer ihrer beiden Winkel- 
halbierenden. 

5) Die Mittelsenkrechten der Grenzpunktpaare zweier gleichen Strecken 
schneiden einander auf einer Winkelhalbierenden beider Geraden. 

6) Wie vereinfachen sich die Bedingungen für die Deckungs- § 23. 
fähigkeit der Dreiecke bei 

a) rechtwinkeligen Dreiecken? 

b) gleichschenkeligen Dreiecken? 

7) Ein Dreieck mit zwei gleichen Höhen ist gleichschenkelig. 

8) Die Verbindungsgeraden der Seitenmitten eines Dreiecks teilen 
dasselbe in vier deckungsfähige Dreiecke. 

9) Schneidet man auf den Seiten eines gleichseitigen Dreiecks 
von den Ecken aus jeweils im gleichen Sinn des Umlaufes um das 
Dreieck gleiche Strecken ab, so bestimmen 

a) deren Endpunkte, 

b) die Verbindungsgeraden der Endpunkte mit den Gegenecken 
je ein gleichseitiges Dreieck. (Vgl. Aufg. IX, 13; 14.) — Umkehrung? 

10) Welche möglichen Zusammenstellungen zu je dreien kann 
man aus den sechs Stücken a, &, c, a, /J, y eines Dreiecks bilden? 
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[§ 23.] Wenn zwei Dreiecke in drei solchen Stücken übereinstimmen, sind 
dann die Dreiecke in jedem dieser Falle deckongsfähig? 

11) Zwei Dreiecke sind deckungsfällig, wenn sie in einer Höhe 
übereinstimmen und in 

a) deren Grundseite und einem anliegenden Winkel; 

b) deren Grundseite und einer zweiten Seite; 

c) deren entsprechend gleichwendigen Winkeln mit den Seiten; 

d) zwei gleichliegenden Winkeln; 

e) den nicht zu ihr gehörigen Seiten, wenn diese in beiden 
Dreiecken übereinstimmend auf derselben Seite oder auf verschiedenen 
Seiten der Höhe liegen. 

12) Zwei Dreiecke sind deckungsfähig, wenn sie übereinstimmen 
in der Strecke einer Winkelhalbierenden von dem Eck bis zur Gegen- 
seite und in 

a) dem halbierten Winkel und einer denselben mitbildenden Seite; 

b) zwei gleichliegenden Winkeln; 

c) einem gleichliegenden Winkel und dem Winkel der Halbieren- 
den mit der entsprechenden Richtung der Gegenseite; 

d) einer den halbierten Winkel mitbildenden Seite und dem ihr 
anliegenden Abschnitt der Gegenseite. 

13) Zwei Dreiecke sind deckungsfähig, wenn sie in einer Seite 
und der Schwerlinie nach deren Gegeneck übereinstimmen und noch in 

a) einer zweiten Seite; 

b) dem Winkel der Schwerlinie mit der halbierten Seite; 

c) einem Winkel der halbierten Seite mit einer zweiten Seite, 
falls der Winkel dieser Seite mit der Schwerlinie in beiden Dreiecken 
spitz oder in beiden stumpf ist; 

d) dem Winkel der Schwerlinie mit einer zweiten Seite, falls 
der Winkel dieser Seite mit der halbierten Seite in beiden Dreiecken 
von gleicher Art ist. 

14) Es sollen die Bedingungen für die Deckungsfähigkeit von Vier- 
ecken aufgestellt werden (gemäfs § 23, 4). 



Aufgaben zum sechsten Kapitel. 

Xni. strecken und Winkel im Kreis. 

§ 26. 1) Bewegt sich eine Strecke, stets gleicfie Gröfse behaltend, mit 

ihren Grenzpunkten auf zwei zu einander senkrechten Geraden, so 
bewegt sich ihre Mitte auf einem Kreis. — Vgl. Aufg. IX, 6. 

§ 27. 2) Die in den Grenzpunkten einer Sehne zu ihr Senkrechten 

treflfen einen beliebigen Durchmesser in zwei Punkten, die von den 
Grenzpunkten des Durchmessers gleichweit entfernt sind. 



\. 
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3) Fällt man von den Grenzpunkten eines Durchmessers die [§ 27.] 
Senkrechten auf eine den Ereis schneidende Gerade, so sind die 
zwischen den Pufspunkten der Senkrechten und dem Kreis liegenden 
Strecken von gleicher Gröfse. — Andeutung: Ziehe auch von der 
Kreismitte die Senkrechte zur Geraden. 

4) Parallele Berührende haben als Berührungspunkte die Grenz- 
punkte eines Durchmessers. 

5) Auf einer durch den Mittelpunkt des Kreises gehenden Ge- 
raden sind die Abschnitte zwischen dem Kreis und zwei beliebigen 
parallelen Berührenden von gleicher Gröfse. 

6) Die Verbindungsgerade zweier Grenzpunkte eines Paares 
Durchmesser ist parallel der Verbindungsgerade der andern Grenz- 
punkte; beide Verbindungsgeraden treffen irgend ein Paar paralleler 
Berührenden in Punkten, deren Verbindungsgeraden durch die Kreis- 
mitte gehen. 

7) Werden zwei parallele Berührende von den Verlängerungen 
zweier Durchmesser geschnitten, so sind die Verbindungsgeraden dieser 
Schnittpunkte parallel und falls sie den Kreis treffen, geschieht dies 
in den Grenzpunkten zweier Durchmesser. 

8) Eine zu einer Sehne parallele Berührende halbiert den (die) 
Bogen der Sehne. — Umkehrung? 

9) Wie liegen die Endpunkte aller an einen Kreis gezogenen 
bei'ührenden und von den Berührungspunkten ab gleichen Strecken? 

10) Durchschneidet man zwei Berührende eines Kreises durch 
eine dritte, so bilden die Strahlen vom Kreismittelpunkt nach den 
Schnittpunkten einen Winkel, welcher halb so grofs ist als der 
Winkel der Halbmesser der beiden ersten Berührungspunkte. 

11) Zwei von demselben Punkt ausgehende gleiche Sehnen liegen § 28. 
beiderseits gleich zu dem Durchmesser dieses Punktes, ebenso die 
zugehörigen Bogen. 

12) Zwei Sehnen, welche mit dem durch ihren Schnittpunkt 
gehenden Durchmesser gegenwendig gleiche Winkel bilden, sind ein- 
ander gleich; zugleich ist der einerseits des Durchmessers von den 
Sehnen begrenzte Bogen gleich dem anderseits von ihnen begrenzten. 

13) Zwei Sehnen können einander nicht halbieren (aufser wenn 
sie Durchmesser sind). 

14) Zwei Verbindungsgerade der Grenzpunkte paralleler Sehnen 
schneiden einander auf dem zu ihnen senkrechten Durchmesser. 

15) Zwei Verbindungsgerade der Grenzpunkte eines Paares paral- 
leler Sehnen treffen das zu diesen senkrechte Paar von Berührenden 
in Punkten, deren Verbindungsgeraden den Sehnen parallel sind. 

16) Werden zwei parallele Berührende von zwei Senkrechten 
durchschnitten, so schneiden einander die Verbindungsgeraden ihrer 
Schnittpunkte auf dem zu den Berührenden parallelen Durchmesser 
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[§ 28.]. und treffen (mögliclierweise) den Kreis in den Grenzpunkten von 
Sehnen, welche ebenfalls senkrecht zu den Berührenden stehen. 

17) Wird eine Sehne AB \nn den Halbmesser verlängert und vom 
Endpunkt C der Durchmesser CD gezogen, so ist der eine zwischen 
den Geraden liegende Bogen dreimal so grofs als der andere. — 
Andeutung: Ziehe Sehne BX\\CD und dann Durchmesser XY. 

18) Ein Kreis, dessen Mittelpunkt auf der Halbierenden eines 
Winkels liegt, schneidet auf dessen beiden Schenkeln gleiche Strecken ab. 

19) Welche Lage haben die Mitten aller Sehnen von gleicher 
Gröfse? 

§ 29. 20) Welche Gröfse haben die über dem 3., 4., 5., ... Teile eines 

Kreises stehenden Umfangswinkel? 

21) Wenn auf einer Kreislinie sechs Punkte gegeben sind, so 
dafs je zwei auf einander folgende bezüglich ^, -J-, tJ^, |^, ^, -f^- des 
Umfanges begrenzen, welche Winkel bilden dann irgend welche Ver- 
bindungsgerade dieser Punkte? 

22) Wie grofs ist der Winkel zweier Berührenden, wenn dessen 
Scheitel um den Durchmesser von der Kreismitte absteht? 

23) Wie lautet die Umkehrung des Satzes in § 29, 4b? Beweis? 

24) Der Satz in § 28, 2 a (S. 49) ist durch Benützung der vorstehen- 
den Aufg. 28 zu beweisen. — Andeutung: Ziehe in Fig. 97 die ÄB^. 

25) Werden in einem Kreis zwei parallele Sehnen AB und Ä^^B^ 
und je von einem Grenzpunkt derselben aus wieder zwei parallele 
Sehnen BC und B^C^ gezogen, so sind auch die Verbindungsgeraden 
CJ-i und C^Ä einander parallel. 

26) Gehen von der Mitte C eines Bogens AB zwei Sehnen 
CX und CT aus, welche die Sehne AB in X^ und T^ schneiden 
(AX^^AY^), so ist, wenn noch XY gezogen wird, ^AY^Y=^X 
und <^ XX^B = r. 

27) Zwei durch einen Punkt der Kreisfläche gezogene und zu ein- 
ander senkrechte Sehnen teilen den Kreis in vier Bögen, von welchen 
je die Summe zweier nicht an einander liegenden gleiche GröJse hat. 

28) Welches ist der Ort der Mitten aller Sehnen eines Kreises, 
welche von demselben Punkt des Kreises ausgehen? — Andeutung: 
Fälle auf alle Sehnen die Senkrechten vom Mittelpunkt des Kreises. 

29) In einen gegebenen Kreis ist eine Sehne zu zeichnen, so dass 
der über ihr stehende Umfangswinkel eine gegebene Grösse hat. — 
Andeutung: Ziehe eine Berührende in beliebigem Punkt und trage 
in diesem den gegebenen Winkel als Berührungswinkel an. 

XIV. Zwei Kreise. 

§ 30. 1) Zwei Kreise mit gleichen Halbmessern liegen gegengesetzt in 

Bezug auf die Mitte zwischen ihren Mittelpunkten. Eine Gerade durch 
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diesen Punkt schneidet die Kreise in Punkten, deren Halbmesser paar- [§ 30.] 
weise gegengerichtet sind und deren Berührende parallel sind; die 
Schnittpunkte der beiden Paare von Berührenden sind ebenfalls gegen- 
gesetzt in Bezug auf jenen Punkt. Zwei Gerade durch den Punkt 
bestimmen in beiden Kreisen gegengesetzte Sehnen. 

2) Zwei Kreise mit gleichen Halbmessern haben als Mittellinie 
sowohl die Gerade durch ihre Mittelpunkte, als auch die Mittelsenk- 
rechte dieser Punkte: eine Parallele zu der ersteren Mittellinie schneidet 
die Kreise in Punkten, deren Halbmesser der zweiten Mittellinie ent- 
sprechen, und ebenso deren Berührende; zwei Parallele zu der ersteren 
Mittellinie bestimmen Sehnenpaare, die der zweiten Mittellinie ent- 
sprechen. 

3) Zwei Kreise mit gleichen Halbmessern sind gleiche gleich- 
gerichtete Figuren: eine Parallele zu der Geraden durch die Mittel- 
punkte schneidet die Kreise in vier Punkten, deren Abstände paar- 
weise gleich dem Abstand der Mittelpunkte sind und deren Halb- 
messer (sowie deren Berührende) paarweise gleichgerichtet sind; die 
Schnittpunkte der beiden Paare von Berührenden liegen auf einer 
Parallelen zur Mittellinie. Zwei Parallele zur Mittellinie bestimmen 
in beiden Kireise Paare gleichgerichteter Sehnen. 

4) An zwei Kreise, welche keine Fläche gemeinsam haben, lassen 
sich zwei Paare gemeinsamer Berührenden ziehen, sog. äufsere und 
innere. Von diesen gilt: 

a) Die Abschnitte der äufseren Berührenden zwischen ihren Be- 
rührungspunkten sind gleich gross, ebenso die Abschnitte der inneren; 

b) die Abschnitte der inneren Berührenden bis zu ihren Schnitt- 
punkten mit den äufseren sind gleich jenen Abschnitten der äufseren 
Berührenden. 

5) Zwei Kreislinien können einander nicht halbieren. 

6) Wenn bei einem Kreis der eine Grenzpunkt eines Durch- 
messers zugleich Mittelpunkt eines zweiten Kreises ist, so werden die 
Sehnen des letzteren Kreises, welche nach dem zweiten Grenzpunkt 
jenes Durchmessers gerichtet sind, vom ersteren Kreis halbiert. 

7) Ein Schnittpunkt zweier Kreise liegt auf derselben Geraden 
mit den Grenzpunkten der zwei Durchmesser, die durch den andern 
Schnittpunkt der Kreise gezogen werden. 

8) Schneiden zwei Kreise einander, von welchen der eine durch 
den Mittelpunkt des andern geht, so schneidet jede durch den einen 
Schnittpunkt der Kreise gehende Gerade die Kreise in zwei weiteren 
Punkten, welche mit dem zweiten Schnittpunkt beider Kreise ein 
gleichschenkeliges Dreieck bilden. — Andeutung: Man beweise, dass 
irgend ein solches Dreieck in seinen Winkeln übereinstimmt mit dem 
Dreieck, das in der angegebenen Weise durch die Gerade vom ersten 
Schnittpunkt nach dem genannten Mittelpunkt bestimmt ist. 
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[§ 30.] 9) Die durch einen Schnittpunkt zweier Kreise gezogenen und 

durch letztere begrenzten Strecken erscheinen yom zweiten Schnitt- 
punkt aus alle unter demselben Winkel. — Andeutung: Man ver- 
gleiche den Winkel zweier solchen Geraden durch den ersten Schnitt- 
punkt mit dem Winkel, unter welchem vom zweiten Schnittpunkt 
aus in jedem Kreis die Yerbindungsstrecke der auf ihm liegenden 
Grenzpunkte der beiden Strecken erscheint. 

10) Jede Gerade, welche durch den Berührungspunkt zweier ein- 
ander berührenden Kreise geht, schneidet die Kreise in zwei Punkten, 
deren Halbmesser bei ausschliefsender Berührung gegengerichtet, bei 
einschliefsender gleichgerichtet sind. 

11) Jede durch den Berührungspunkt zweier Kreise gehende 
Gerade schneidet in den Kreisen Bögen ab, deren Mittelpunktswinkel 
gleiche Gröfse haben. 

12) Werden durch den Berührungspimkt zweier Kreise zwei 
Gerade gelegt und verbindet man die je in demselben Kreis ent- 
stehenden Schnittpunkte, so sind die Verbindungsgeraden parallel. 

13) Berührt ein Kreis einen zweiten, und geht er zugleich durch 
dessen Mittelpunkt, so wird jede durch den Berührungspunkt gehende 
Sehne des zweiten durch den ersten halbiert. 

14) In zwei Kreisen mit gemeinsamem Mittelpunkt bestimmen 
die Endpunkte je zweier gleicher Halbmesser parallele Sehnen. 

15) Zwei Kreise mit gemeinsamem Mittelpunkt bilden eine Figur, 
in welcher es in Bezug auf den Mittelpunkt zu jedem Punkt einen 
gegengesetzten Punkt giebt: verbindet man die Grenzpunkte eines 
Durchmessers des einen Kreises mit den Grenzpunkten eines Durch- 
messers des andern, so liegen die Verbindungsstrecken paarweise 
gegengesetzt. 

16) Zwei Kreise mit gemeinsamem Mittelpunkt bilden eine Figur, 
in welcher jeder Durchmesser Mittellinie ist: verbindet man die Grenz- 
punkte einer Sehne des einen Kreises mit den Grenzpunkten einer 
parallelen Sehne des andern, so haben die Verbindungsstrecken paar- 
weise den zu den Sehnen senkrechten Durchmesser als Mittellinie. 

17) Auf jeder Geraden, welche zwei Kreise mit gemeinsamem 
Mittelpunkt durchschneidet, liegen zwischen den Kreisen gleiche 
Strecken. 



Aufgaben zum siebenten Kapitel. 

XV. Zeichnen mit Lineal und Zirkel. 

§ 31 u. 32. 1) Ein gegebener Winkel a soll verdoppelt, verdreifacht, ver- 
vierfacht werden. 

2) Man soll drei gegebene Strecken a, &, c von einem Punkt 
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ausgehend so antragen, dafs ihre Endpunkte in einer Geraden liegen [§ 32.] 
und gleichweit von einander entfernt sind. — Andeutung: Es sei 
PM = a die kleinste Strecke ; dann zeichne in Bezug auf M als 
Mittelpunkt Pi H P und mit Hülfe von P^ auchv die in Bezug auf 
diesen Mittelpunkt gegengesetzten Endpunkte zu 6 und c. 

3) Von einem gegebenen Kreis (oder Kreisbogen) ist der Mittel- 
punkt zu finden. 

4) Auf einer Geraden (oder auf einem Kreis) ist ein Punkt zu 
finden, welcher gleichweit entfernt ist a) von zwei gegebenen Punkten, 
— b) von zwei gegebenen Geraden. 

5) Man soll mit L. und Z. einen Winkel a) von 60^, b) von 30^, 
c) von 90® zeichnen. 

6) Man soll einen rechten Winkel in drei gleiche Teile teilen. 

7) Es sind zwei Punkte A und B gegeben. Es soll eine Reihe 
von Punkten der Geraden AB (die nicht gezogen ist) mit dem Zirkel 
allein bestimmt werdAi, ohne letzteren weiter als um die Strecke AB 
zu öffnen. — Andeutung: Man bestimme zwei Punkte, deren Mittel- 
linie die Gerade ist und von diesen aus einen weiteren Punkt der 
Mittellinie; diesen benütze man in gleicher Weise zur Bestimmung 
eines weiteren Punktes u. s. f. 

8) Durch einen Punkt in einer Kreisfläche ist eine Sehne zu 
ziehen, welche in jenem Punkt halbiert wird. 

9) Die Aufgabe in X, 7 ist mit Zirkel und Lineal zu lösen. 

10) Durch einen auf einem Kreis liegenden Punkt ist eine Sehne 
zu ziehen, deren Abstand von. der Kreismitte gegeben ist. 

11) Es ist der Ort der Endpunkte aller Kreisberührenden von 
gegebener Länge zu zeichnen. 

12) Es ist auf einer Geraden (oder auf einem Kreis) ein Punkt 
zu bestimmen, von welchem aus die Berührende an einen gegebenen 
Kreis eine bestimmte Länge hat. 

13) Durch einen Punkt a) innerhalb, b) aufserhalb eines Kreises 
ist eine Gerade so zu legen, dafs die innerhalb des Kreises liegende 
Strecke eine gegebene Länge habe. (Abgrenzung der Aufgabe.) 

14) Man erhält die Berührungspunkte der Berührenden von A % 33. 
an einen Kreis um JWT, indem man MA zieht, im Schnittpunkt B 
mit dem Kreis die Senkrechte zu MAy hierauf von M aus mit MA 

als Halbmesser einen Kreis, welcher die Senkrechte in C und C^ 
durchschneidet, und endlich MXC und MYC^ zieht: X und T sind 
dann die Berührungspunkte. Warum? 

15) An einen gegebenen Kreis ist eine Berührende zu ziehen, 

a) welche von zwei gegebenen Pimkten gleichweit entfernt sei; 

b) welche mit einer gegebenen Geraden einen gegebenen Winkel 
bilde: 
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XV. 



[§ 33.] c) SO dafs die zwischen zwei gegebenen Parallelen liegende 

Strecke derselben eine gegebene Grölse habe. 

16) Es seien zwei Kreise K^ und E^ gegeben; man soll eine 
Gerade so ziehen^ dafs sie 

a) JEi berühre und in K^ eine Sehne von gegebener Länge 5^ bilde; 

b) in K^ und K^ Sehnen von gegebenen Längen s^ und s^ bilde. 

Bemerkung. Um die folgenden Aufgaben mög- 
lichst kurz angeben zu können, bezeichnen wir die Seiten- 
strecken eines Dreiecks durch a, &, c, die gegenüber- ^^ 
liegenden Winkel durch a, |5, y, den Umfang durch 
w, die Höhe auf c durch Äg, die zwei andern Höhen 
durch \ und Ä^, die durch Äg auf c gebildeten Ab- 
schnitte, welche unter a und 6 liegen, durch a^ und &g . — 
Ist das Dreieck ein rechtwinkeliges, so sei y = JB, also c die längste 
Seite, Äg deren Höhe; ist das Dreieck ein gleichschenkeliges, so sei 
a = &, also c die Grrundseite, Äg deren Höhe. 

Es soll ein rechtwinkeliges Dreieck gezeichnet werden aus 
folgenden Bestimmungsstücken*): 




17) a, 6; 
20) a, a; 
23) Äg, «g; 
26) a + 6, c;**) 
29) a — fe, a; 
32) c — a, 6; 
35) a — Äg, a; 
38) a + 6 — c, a; 
41) & — ^c = 0, a. 

Es soll ein gleichschenkeliges Dreieck gezeichnet werden, 
wenn gegeben: 



18) a, c;**) 

21) Äg, a; 

24) a, ag; 

27) a + 6, a; 

30) a + c, 6; 

33) c — a, « ; 

36) ag — 6g, a 



19) a, c;**) 

22) Äg, a; 

25) a, «g; 

28) a — 6, c;**) 

31) a -\- c, «; 

34) a -f- Äg, a; 

37) a + 6 + c, a; 



39) « — 2/3 = 0, c;**) 40) « — 3/3 = 0, a; 



42) c, a; 

46) a, «; 

50) y, Äg; 

54) y, Äi; 

58) a — Äg, c; 

62) W, «; 



43) C, «; 
47) a, y; 
51) c, Äi; 

55) a -f- ^; «; 
59) a + Äg, y; 
63) w, y. 



44) c, y; 

48) a, Äg; 

52) a, Äi; 

56) a + c,y', 

60) a — Äg, y; 



45) c, Äg; 

49) «, Äg; 

53) «, Ä^; 

57) a + Äg, c; 

61) w, Äg; 



*) Die mittels abkürzender Zeichen gegebenen Aufgaben sind stets in 
Worte zu kleiden. 

*•) Die Aufgabe soll auch für den Fall gelöst werden, dafs c der Lage nach 



gegeben ist. 
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Es soll ein gleichschenkeliges rechtwinkeliges Dreieck [§ 33.] 
gezeichnet werden aus: 

64) c; 65) Äg; 66) c + a; 67) c — a; 68) w; 

69) a + Ä»; 70) a — A3. 

Es soll ein gleichseitiges Dreieck gezeichnet werden aus: 
71) a; 72) w, 73) Ä; 74) a + Ä; 75) a — h. 

Es soll ein Dreieck gezeichnet werden aus folgenden Bestim- 
mungsstücken: 



76) a, h, r, 


77) a, «, /3; 


78) a, b, c; 


79) 0, h, a; 


80) a,b,b-{- c; 


81) 0, a i|- 6^ a + c; 


82) a, c,i — c; 


83) a,h,h — c; 


84) a, b, Äg; 


85) a, Aj, «; 


86) a, A3, 63; 


87) 0, Äg, y; 


88) A3, a, ß-, 


89) Äg, Og, 6g; 


90) Äg, Og, a; 


91) Äj, c, a; 


92) Äg, c, b; 


93) a + 6, Äg, «; 


94) - 6, Äs, ß; 


95) a,b + c, ß; 


96) a,b — c, ß- 


97) a, & + c, a; 


98) a, & — c, a; 


99) a, 6 + Äg, «; 


100) a,b — Äg, «; 


101) 6 - Äg, a, |S; 


102) Og - 6g, 0, /S; 


103) Os 6j, a, 6; 


104) fflg 6g, a, a; 


105) Og 6g, a, Äg; 


106) Oj — 63, «, /3; 


107) Og 63, c, Ä; 


108)«3-6g,a + 6,|3; 


109) a,a + ß, 


« /J; 110) 


a — b, c, a — jS; 


111) a + 6, c, 


a - ß-, 112) 


a, 6, a /3; 


113) + 6, Äi, 


,a-ß; 114) 


a b,\,a — ß', 


115) M, «, ß-, 


116) 


U, Äg, /S. 



117) Auf dem einen Schenkel eines Winkels, dessen Scheitel 8 
sei, ist ein Punkt P gegeben; es soll auf dem andern Schenkel ein 
Punkt X so bestimmt werden, dals: 

a) SX=PX; h) 8X+PX = h, c) SX — PX = l', 

d) PX—SX = m 

wird, wo Ä, Z, m gegebene Strecken sind. 

118) Parallel zur Grundseite AB eines Dreiecks ABC soll (auf 
der einen oder andern Seite von AB) eine Gerade so gezogen werden, 
dafs, wenn dieselbe die (nötigenfalls verlängerten) Schenkel CA und 
CB in X und Y schneidet, dann: 

a) XY=AX', b) XY=AX+BY', c) XY=AX — BY', 

d) XY^CX + BY, e) XY=CX — BY', {) XY=AX—CY 

wird. — Abgrenzungen. 

119) Auf den Seiten AB und AC des Dreiecks ABC sind die 
Funkte X und Y so zu bestimmen, dafs: 
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[§ 33.] a) ^X = er und XT\\ BC, 

b) ÄX=CY und daXs zugleich XY eine gegebene Gröfee l hat; 

c) ÄX=XY und BX = ÄY', d) ÄX=XY=CY wird. 

§ 34. 120) Um einen gegebenen Mittelpunkt soll man einen Kreis be- 

schreiben, welcher noch einer der folgenden Bedingungen genügt, 
nämlich: 

a) durch einen Punkt geht, 

b) eine Gerade berührt, 

c) einen Kreis berührt, 

d) aus einer öeradenl .^^ g^j^^ ^^^ gegebener Grösse ausschneidet. 

e) aus emem Kreis J 

121) Man soll einen Kreis zeichnen, dessen Mittelpunkt auf einer 
Geraden liegt und welcher aufeerdem 

a) durch zwei gegebene Punkte geht, 

b) eine Gerade in gegebenem Punkt berührt, 

c) einen Kreis in gegebenem Punkt berührt, 

d) zwei gegebene Gerade berührt. 

122) Um jeden von zwei gegebenen Punkten ist ein Kreis zu 
beschreiben, so dafs beide Kreise einander berühren und der eine 
derselben aufserdem noch 

a) durch einen Punkt geht, 

b) eine Gerade berührt, 

c) einen Kreis berührt. 

123) Es sei ein Geradenzug ABCD . . gegeben, der seine hohlen 
Winkel alle nach einer Seite (nach innen) kehrt. Man beschreibe aus 
B mit BA als Halbmesser einen Kreisbogen bis zum Schnittpunkt 
JBi mit der Verlängerung von CJB, dann aus C einen Kreisbogen mit 
GB^ als Radius bis zum Schnittpunkt C^ mit der Verlängerung 
von Z)(7 u. s. w. So entsteht eine aus Kreisbögen zusammengesetzte 
krumme Linie (die durch Abwickeln eines Fadens von ABCD . . ent- 
stehende Abwickelnde (Evolvente) AB^C^ . . . der Abgewickelten 
(Evolute) ABC . . .). Man beweise, dafs an dem Grenzpunkt zweier 
Kreisbögen die Berührende beiden gemeinsam ist und dafs der letzte 
Hiilbmesser gleich der Summe der Strecken des Geradenzuges ist 
(ausschliefslich der letzten Strecke). 

124) Eine sog. Eilini e (Oval) entsteht auf folgende Weise. 
Die Seiten eines gleichschenkeligen Dreiecks werden über die Grund- 
seite verlängert und von der Spitze desselben wird ein Kreisbogen 
zwischen die Schenkel beschrieben, dessen Halbmesser gröiser als ein 
Schenkel ist. Von den Grenzpunkten der Grundseite vnrd dann mit 
dem Uberschufs zwischen Halbmesser und Schenkel als Halbmesser 
je ein weiterer Kreisbogen im Anschlufs an den ersten bis zur Ver- 
längerung der Grundseite gezogen. Zu der so erhaltenen Figur wird 
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noch anderseits der örundseite als Mittellinie die entsprechende [§ 34.] 
Figur gezeichnet. Der innerhalb der krummen Linie liegende Teil 
der Mittellinie heifst grofse Axe, der ebenso begrenzte Teil ihrer 
Mittelsenkrechten die kleine Axe. 

Es soll nachgewiesen werden, dafs an den Grenzpunkten der 
Bögen die Berührenden für beide gemeinschaftlich sind und dafs die 
Punkte der Figur gegengesetzt in Bezug auf einen Punkt liegen. 

125) Es sei die grolse und kleine Axe ÄÄ^ und BB^^ einer Ei- 
linie, sowie der Halbmesser des gröfseren oder des kleineren Bogens 
gegeben. Die Eüinie ist gemais 124 zu zeichnen. 

126) Als weitere Zeichnungen von Eilinien mit gegebenen Axen 
ÄA^ und BB^^ seien folgende auszuführen: 

a) Man ziehe AB und halbiere die Winkel, welche AB mit 
den in A und B errichteten Senkrechten zu den Axen bildet; vom 
Schnittpunkt C dieser Winkelhalbierenden fälle man die Senkrechte 
auf AB und benütze deren Schnittpunkte mit den Axen als Mittel- 
punkte der erforderlichen Kreisbögen. 

b) Man zeichne über der halben grofsen Axe AM ein gleich- 
seitiges Dreieck AMC, trage MB von M aus auf MC nach JfD; 
BD treffe AC in E] die Parallele durch E zu MC bestimmt die 
Mittelpunkte der Kreisbögen. 

Zusatz. Wird einerseits der kleinen Axe die Figur ersetzt durch 
einen Halbkreis über dieser Axe, so entsteht eine der Form eines 
Eies mehr entsprechende Linie. Eine solche ergiebt sich auch, wenn 
man in der obigen Angabe (124) für die Zeichnung einer Eüinie 
statt eines gleichschenkeligen Dreiecks ein ungleichseitiges Dreieck 
nimmt. 

127) Man soll drei einander berührende Kjreise mit den Halb- 
messern r^, r^, rg zeichnen, wenn a) r^ = r^ = r^^^ b) ri = r2-, r^^r^y 
c) r^> r2> r^ sein soll. 

128) In den Winkel zweier Halbmesser (insbesondere in einen 
Quadranten) ist ein Kreis zu zeichnen/ der die Halbmesser und den 
Bogen berührt. — Andeutung: Der Berührungspunkt auf letzterem 
ist zunächst zu bestimmen. 

129) Es ist mit gegebenem Halbmesser ein Kreis zu zeichnen, 
welcher: 

a) eine Gerade berührt und aus einer andern eine gegebene 
Strecke ausschneidet; 

b) aus zwei Geraden gegebene Strecken ausschneidet; 

c) eine Gerade berührt und mit einem Kreis eine gemeinsame 
Sehne von gegebener Länge (insbesondere gleich dem Durch- 
messer) hat; 

d) mit zwei Kreisen gemeinsame Sehnen von gegebenen Längen hat. 
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[§ 34.] 130) Man soll einen Kreis zeichnen, welcher: 

a) zwei parallele Gerade berührt und zugleich durch einen zwischen 
ihnen gegebenen Punkt geht; 

b) zwei Kreise mit gemeinsamem Mittelpunkt berührt und zu- 
gleich durch einen Punkt geht, der 1) auf einem der Kreise, oder 
2) zwischen den Kreisen liegt. 

131) Die Schenkel eines Winkels werden von einem gegebenen 
Kreis berührt. Man soll Kreise zeichnen, welche den Kreis und 
beide Gerade berühren. 

132) Eine Figur, welche von zwei mit gleichen Halbmessern be- 
schriebenen Kreisbögen und von deren Mittellinie begrenzt ist, heifst 
Spitzbogen. In einen solchen soll ein Kreis gezeichnet werden, 
welcher die drei Grenzlinien berührt. — Andeutung: Da der Be- 
rührungspunkt auf der Mittellinie sich sofort ergiebt, so kommt die 
Lösung auf § 34, 6a y zurück. — Die Berührende in dem Berührungs- 
punkt des gesuchten und eines gegebenen Kreises schneidet hierbei 
die Verlängerung der gemeinsamen Sehne der beiden gegebenen Kreise 
in einem Punkt, der um den Halbmesser der letzteren von ihrer 
Mittellinie entfernt ist. Dies ist zu beweisen und darauf eine zweite 
einfache Zeichnung des fraglichen Kreises zu gründen. 

133) Um die Grundseite (den Abschnitt der Mittellinie) eines 
Spitzbogens ist ein Halbkreis beschrieben. In den Baum zwischen 
den drei Kreisen soll ein sie berührender Kreis gezeichnet werden. 

134) Zwei Kreise mit gleichen Halbmessern, die einen dritten 
gleichartig berühren, sind gegeben. Es sind Kreise zu zeichnen, 
welche diese drei Kreise berühren. 

135) Es ist ein Punkt X zu suchen, so dafs von ihm aus zwei 
unter dem Winkel y an einander stofsende Strecken a und 6 unter 
gegebenen Winkeln a und /5 erscheinen. (Sog. Potheno tische Auf- 
gabe.) — Andeutung: Zweimalige Anwendung von § 34, 6. 



a = 410, ^ _ 460 
a = 440, /S = 330. 
a = 29«, /J = 90«. 



Beispiele: 1) a = 38, 6 = 28, y = 147«: 

2) a = 45, 6 = 21, y = 158«: 

3) a = 21, 6 = 68, y = 107«: 
Was ergiebt sich, wenn a + /3 den Winkel zwischen a und 6 zu 

2U ergänzt? 

136) Es ist ein Dreistrahl ahc gegeben und eine Strecke 2s; 
letztere soll zwischen zwei äufsere Strahlen so eingetragen werden, dais 
sie durch den mittleren Strahl halbiert wird. — Andeutung: Bestimme 
zu den beiden s den Scheitel der Winkel ab und 60 nach § 34, 6, 
oder wende auf den Dreistrahl ahc die Aufgaben IV, 12 und 14 an. 

137) Es ist ein Kreis zu zeichnen, welcher eine gegebene Gerade 
in zwei bestimmten Punkten unter gegebenem Winkel*) schneidet. 

*) Unter dem Schnittwinkel zweier krummen Linien versteht man 
den Winkel, den die Berührenden des Schnittpunktes mit einander bilden. 
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138) Es ist ein Ereis zn zeichnen mit gegebenem Halbmesser^ [§ 34.] 
welcher einen andern Kreis in gegebenem Punkt rechtwinkelig 
schneidet. 

139) Es ist durch einen Punkt eines Kreises und durch einen 
zweiten Punkt ein Kreis zu legen ^ welcher den gegebenen Kreis 
rechtwinkelig schneidet. 

140) Zu einem Strahlenbüschel ist ein gleichwendiger deckungsfähiger 
Büschel zu zeichnen, von welchem der Scheitel und derjenige Strahl ge- 
geben ist, der einem bestimmten Strahl des ersteren entspricht (mit Be- 
nützung eines Kreises und von § 29, 6 Zusatz b). 

XVI. Lehrsätze vom Dreieck und seinen Kreisen. 

1) Der um eine Dreieckseite als Durchmesser beschriebene Kreis § 35. 
geht durch die Pulspunkte der zu den beiden andern Seiten gehörigen 
Höhen. (Vgl. § 29, 6b.) 

2) Der um einen oberen Höhenabschnitt (d. i. die Strecke zwischen 
Eck und Höhenschnittpunkt) eines Dreiecks als Durchmesser gezogene 
Kreis geht durch die Fufspunkte der beiden andern Höhen. 

8) Der Satz in § 20, 3 (vom Schnittpunkt der Höhen) ist mit 
Benützung von Umfangswinkeln zu beweisen. — Andeutung: Ziehe 
im AABC die Höhen AÄ2 und JSJSg und verbinde ihren Schnitt- 
punkt H mit (7; ziehe die Kreise über AB und CH als Durchmessern, 
so ist: ^ BAA^ = BB^A^ = HCA^. 

4) Von einem Dreieck, dessen drei Winkel a, /J, y sind und 
worin deren Ergänzungen zu einem B mit a^, /J^, y^ bezeichnet werden 
mögen, sollen die folgenden Winkel bestimmt (und die bezüglichen 
Ergebnisse in Form von Lehrsätzen ausgesprochen) werden: 

a) zwischen einer Höhe und einer benachbarten Seite; 

b) zwischen der Verbindungsgeraden zweier Höhenfufspunkte und 
einer benachbarten Seite; 

c) zwischen der Verbindungsgeraden zweier Höhenfufspunkte und 
einer der zugehörigen Höhen; 

d) zwischen zwei Verbindungsgeraden von Höhenfufspunkten (vgl. 
auch 5); 

e) zwischen der Verbindungsgeraden einer Seitenmitte mit einem 
Höhenfufspunkt und der Seite durch letzteren; 

f) zwischen derselben Verbindungsgeraden und der ersteren Seite; 

g) zwischen den Geraden von einer Seitenmitte nach den Höhen- 
fufspunkten der andern Seiten; 

h) zwischen den Geraden von einem Höhenfuispunkt nach zwei 
Seitenmitten; 

i) zwischen den Geraden von einem Höhenfuispunkt nach einer 
Seitenmitte und nach dem Höhenfuispunkt auf letzterer S^ite; 

Senrioi n. Trentlein, Lehrb. d. Elem.-Oeometrie. I. 8. Aufl. 9 
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XVI. 



[§ 86.] k) zwischen, den Geraden von der Mitte eines oberen flöhen- 

abschnittes (vgl. 2) nach den Fulspunkten der beiden andern Höhen; 

1) zwischen den Geraden von demselben Punkt nach einem auf 
einer zweiten Höhe ebenso gelegenen Punkt und nach der Mitte der 
Grundseite zu letzterer Höhe; 

m) zwischen den nach den Ecken gehenden Halbmessern des 
umbeschriebenen Kreises; 

n) zwischen einem solchen Halbmesser und einer benachbarten 
Seite; 

o) zwischen einem solchen Halbmesser und einer benachbarten 
Höhe; 

p) zwischen zwei Winkelhalbierenden; 

q) zwischen zwei Winkelhalbierenden und einer benachbarten 
Höhe; 

r) zwischen einer Winkelhalbierenden und dem zu dem Berüh- 
rungspunkt eines Schenkels dieses Winkels gezogenen Halbmesser 
des einbeschriebenen Kreises; 

s) zwischen den Halbierenden zweier Aufsenwinkel u. s. w. 

5) Die Höhen eines Dreiecks halbieren die Winkel des von ihren 
Pufspunkten gebildeten Dreiecks. — Andeutung: Benütze 1 und 
§ 29, 4. 

6) Der Mittelpunkt eines Dreiecks und sein Schwerpunkt sind 
für das aus dessen Seitenmitten gebildete Dreieck Höhenschnittpunkt 
und Schwerpunkt. — Andeutung: Vgl. Beweis zu § 20, 3. 

7) Höhenschnittpunkt, Schwerpunkt und Mittelpunkt des Umkreises 
eines Dreiecks liegen in einer Geraden, und zwar so, dafs die Entfernung 




Pig. 193; 



der beiden ersten das Doppelte der Entfernung der beiden letzten ist 
(Satz von Euler, 1765). — Andeutung: Im AABC (Fig. 193) seien 
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Hy 8y M die drei Punkte, und B^ sei die Mitte von AC. Verlängere [§ 85.] 
HS um die Hälfte ==i SM^y so ist zu zeigen, dais M^ auf M fällt; durch 
die Umdrehung von ASM^B^ um 8 wird M^^B^ \\ HB (§ 13, ib), 
also _L -1(7; ebenso zeige, dals M^C^ JL AB. 

8) Jeder obere Höhenabschnitt (vgl. 2) eines Dreiecks ist doppelt 
so grols als die vom Mittelpunkt des Umkreises zur entsprechenden 
Seite gezogene Senkrechte. — Andeutung: Beweis entweder mit 7 
oder in folgender Weise: Ziehe den Durchmesser AMBy so ist 
DC\BHy jD5 II CJgr, woraus folgt CD # BH^ während CB = 
2MB^. 

9) In jedem Dreieck ist die Verbindungsstrecke der Mitte eines 
oberen Höhenabschnittes mit der Mitte der zugehörigen Seite gleich 
dem Halbmesser des umbeschriebenen Kreises. — Andeutung: Nach 
8 sind B^B und Bj^M gleiche Parallelstrecken. 

10) In einem Dreieck bestimmen je zwei Seitenmitten und die 
Mitte des oberen Abschnittes einer zugehörigen Höhe ein recht- 
winkeliges Dreieck. Die Hypotenusen der sechs so erhaltenen Drei- 
ecke gehen durch einen Punkt. 

11) Die drei Seitenmitten, die drei Fufspunkte der Höhen und 
die drei Mitten der oberen Höhenabschnitte liegen auf einem Kreis 
(Feuerbach'scher Kreis), dessen Mittelpunkt im Schnittpunkt der 
Verbindungsgeraden je einer Seitenmitte mit der Mitte des oberen 
Abschnitts der zugehörigen Höhe liegt. (Siehe vorherg. Aufgabe.) 

12) Der Halbmesser des Feuerbach'schen Kreises ist halb so grofe 
als der Halbmesser des dem Dreieck umbeschriebenen Kreises. (Vgl. 9.) 

13) Der Mittelpunkt des Feuerbach*schen Kreises liegt in der 
Mitte der Verbindungsstrecke von Höhenschnittpunkt und Mittelpunkt 
des umbeschriebenen Kreises. — Andeutung: Jf, iS, F sind für 
AA^B^C^ das, was Jff, iSf, Jlf för AABC sind. 

14) Werden bei einem in einen Kreis einbeschriebenen gleich- 
seitigen Dreieck die Mitten zweier Bögen verbunden, so wird die 
entstehende Sehne durch die zwei Dreieckseiten in drei gleiche Teile 
geteilt. 

15) Wird ein beliebiger Punkt X auf dem einem gleichseitigen 
Dreieck ABC umbeschriebenen Kreis mit den Ecken verbunden, so 
ist die innere Verbindungsstrecke (etwa XA) gleich der Summe der 
beiden äufseren. — Andeutung: ACBX kommt durch eine Drehung 
um C im Betrag von f ü aach CAY, wobei AT auf AX fallt, so 
dafs noch nachzuweisen, dafs YX = CX ist. 

Zusatz. LäTst sich Ähnliches von den aus der Kreismitte auf 
die drei Verbindungsstrecken gefällten Senkrechten sagen? (Vgl. Auf- 
gabe IX, 21.) 

16) Legt man durch je zwei Ecken eines Dreiecks und den 

Höhenschnittpunkt einen Kreis, so sind 

9* 
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[§ 35.] a) die Kreise dem um das Dreieck beschriebenen gleich; 

b) ihre Mittelpunkte entsprechen andrerseits der Seiten als Mittel- 
linien dem Mittelpunkt des umbeschriebenen Kreises und bilden ein 
mit dem ursprünglichen deckungsfahiges Dreieck, dessen Höhen- 
schnittpunkt mit dem Mittelpunkt des ursprünglichen Dreiecks zu- 
sammenfällt. 

17) Zu einem rechtwinkeligen Dreieck mit den Katheten a, b 
und der Hypotenuse c (insbesondre 3, 4, 5) sollen die Halbmesser des 
einbeschriebenen B^reises (p) und der anbeschriebenen Kreise (^i, q^^ q^) 
berechnet werden. — Andeutung: Vgl. § 35, 2 und beachte die 
Dreiecke mit dem Winkel ^JB. 

Zusatz. 1) Wie grofs ist (> + (>i + Pa^ 

2) Wie grofe ist 9 + 9i + (>2 + Ps ? 

XVII. Zeichenanfgaben vom Dreieck und seinen Kreisen. 

§ 35. 1) Ein Dreiseit zu zeichnen, von welchem gegeben sind: 

a) die Fulspunkte der drei Höhen (vgl. XVI, 5); 

b) der Fulspunkt einer Höhe und die Mitten der beiden nicht 
zugehörigen Seiten; 

c) die Mittelpunkte der drei äufseren Kreise; 

d) zwei äuisere Mittelpunkte und der innere. 

2) Wenn W\ ^® Höhen, m^m^rn^ die Winkelhalbierenden 
und ^^^^3 die Schwerlinien eines Dreiecks sind, so ist dasselbe zu 
z^chnen, aus: 

a) a, a, Ä^; b) a, a, ^i; c) ^j, t^, c; d) f^, t^^ a; e) w^, /3, o. 

3) Das einem gegebenen Kreis, dessen Halbmesser = r ist, ein- 
beschriebene Dreieck zu zeichnen, von dem noch bekannt sind: 

a)a, 6; b)a,/J; c)a,Äi; d)a,Äsj; ^) ^^K^ ^ ^y ß] 

g) a,A2; h) a,t^. 

4) In einen gegebenen Kreis soll man ein Dreieck einschreiben, 
dessen: 

a) Winkel denen eines gegebenen Dreiecks gleich sind; 

b) Seiten drei gegebenen Geraden parallel sind; 

c) zwei Seiten zwei gegebenen Geraden parallel sind und dessen 
dritte Seite durch einen gegebenen Puakt geht. — Andeutung: 
Trage den Winkel beider Geraden als XJmfangswinkel ein und 
zeichne um den Mittelpunkt den Kreis, den die Sehne dieses Winkels 
berührt. 

5) Ein Dreiseit ist zu zeichnen aus dem Halbmesser q des ein- 
beschriebenen Kreises and aus: 

a)a, /3; b) a, /5; c)a, Ä^; d)a, Ä^; e) a, a. 
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6) Einem gegebenen Kreis soll ein Dreiseit umbeschrieben werden, [§ 35.] 
dessen Ecken auf drei gegebenen Strahlen des Mittelpunkts liegen. 
(Man benütze die nach XVI, 4r bestimmten Winkel am Mittelpunkt.) 

7) Es ist ein Winkel und ein Punkt P gegeben; man soll durch 
P eine Gerade ziehen, so dafs sie mit den Schenkeln des Winkels 
ein Dreieck von gegebenem Umfang bildet. — Andeutung: § 35, 
Zusatz 1. 

8) In einem Dreieck ist ein Punkt zu finden, so dafs die drei 
Geraden von ihm nach den Ecken gleiche Winkel mit einander 
bilden. 

9) Aus den Ecken eines Dreiecks als Mittelpunkten sind Kreise 
zu beschreiben, welche paarweise einander berühren. — Andeutung: 
Ihre Berührungspunkte sind die Berührungspunkte des einbeschrie- 
benen Kreises oder der anbeschriebenen Kreise. 



Aufgaben zum achten Kapitel. 

XYIII. Lehrsätze. 

1) Welche verschiedenen Arten der Lage in Bezug auf schneiden § 36. 
oder paraUelsein können vier Gerade der Ebene haben? In wie viele 
Felder wird in jedem Fall die Ebene zerlegt? In welchen Fällen 
entstehen ringsum begrenzte Felder? Wie viele Schnittpunkte? 

2) Halbiert man die Innenwinkel eines Trapezes und verlängert 
die Halbierenden bis zum Durchschnitt, so gilt: 

a) die zwei von den Grenzpunkten einer Parallelseite auslaufen- 
den Halbierenden schneiden einander unter einem Winkel, der gleich 
der halben Summe der an der andern parallelen Seite liegenden 
Winkel ist. (Auf welcher Geraden liegt der Schnittpunkt?) 

b) die von den Grenzpunkten einer der nicht parallelen Seiten 
auslaufenden Halbierenden schneiden einander rechtwinkelig auf der 
Mittelparallelen ; 

c) ein Winkel, welchen zwei von Gegenecken ausgehende Halbie- 
rende mit einander bilden,, ist gleich dem halben Unterschied der 
Winkel an diesen Ecken; 

d) in dem durch die vier Halbierenden gebildeten Viereck ist 
die zu den Seiten parallele Eckenlinie gleich dem halben Unterschied 
zwischen der Summe der parallelen Seiten und der Summe der nicht 
parallelen Seiten. 

Zusatz. Entsprechende Beziehungen gelten für die Halbieren- 
den der Aufsenwinkel. 

3) Ein Parallelogramm ist durch zwei anstofsende Seiten und § 86—38 
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[§36— 38.] den eingeschlossenen Winkel bestimmt. Warum? Welche Arten von 
Parallelogrammen entstehen nun, je nachdem die anstoisenden Seiten 

a) gleich oder b) ungleich sind 
und der eingeschlossene Winkel ein 

a) rechter oder ß) schiefer ist? 

4) Ist ein Viereck ein Parallelogramm, wenn in demselben zwei 
Gegenseiten gleich und nur eine Eckenlinie von der andern hal- 
biert wird? 

5) Verbindet man die Mitten zweier Gegenseiten eines Parallelo- 
gramms mit den gegenüberliegenden Ecken, so entsteht ein zweites 
Parallelogramm, und die Eckenlinie des ersten wird in drei gleiche 
Teile geteilt. 

6) In einem beliebigen Viereck bestimmen die Mitten der Seiten 
ein Parallelogramm, ebenso die Mitten zweier Gegenseiten samt den 
Mittelpunkten der Eckenlinien. 

7) Welche Änderungen ergeben sich für obige Sätze in 2 für 
den Fall, dafe das Trapez ein gleichgeneigtes ist? 

8) Sind drei Seiten eines gleichgeneigten Trapezes gleich grofs, 
so halbieren die Eckenlinien die Winkel an der vierten Seite. 

9) Was wird aus dem in 5 bestimmten Parallelogramm, wenn 
das Viereck ein gleichschenkeliges Viereck oder ein gleichgeneigtes 
Trapez, Reckteck, Raute, Quadrat ist? 

10) Die Verbindungsgeraden der Mitten der Gegenseiten eines 
Vierecks und die Verbindungsgerade der Mitten der Eckenlinien gehen 
durch einen Punkt. 

§ 39. 11) a) Ein Kreisviereck, in welchem zwei Seiten parallel sind, 

ist ein gleichgeneigtes Trapez. 

b) Ein Kreisvierseit, in welchem zwei Gegenecken auf den Ver- 
längerungen eines Durchmessers liegen, ist ein gleichschenkeliges 
Viereck. 

12) a) Ein Kreisviereck, in welchem zwei Gegenseiten gleich 
sind, ist ein gleichgeneigtes Trapez. 

b) Ein Kreisvierseit, in welchem zwei Gegenwinkel gleich sind, 
ist ein gleichschenkeliges Viereck. 

13) a) Liegen die Ecken eines Kreisvierecks auf zwei Durch- 
messern, so ist dasselbe ein Rechteck 

b) Liegen die Berührungspunkte eines Kreisvierseits auf zwei 
Durchmessern, so ist dasselbe eine Raute. 

14) Zu einem Rechteck im Kreis bilden die Berührenden der 
Eckpunkte eine Raute um den KJreis, deren Eckenlinien parallel zu 
den Seiten des Rechtecks durch den Mittelpunkt gehen. — Um- 
kehrung! 

15) a) Ein Kreis und ein Parallelogramm, dessen Eckenlinien 
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einander im Mittelpunkt schneiden, bilden zusammen eine Figur, deren [§ 39.] 
Teile paarweise in Bezug auf denselben Mittelpunkt gegengesetzt 
liegen. — Ebenso liegt das Rechteck, das durch die Schnittpunkte 
der Seiten des Parallelogramms mit dem Kreis bestimmt ist. 

b) Ein Kreis imd ein gleichgeneigtes Trapez, von welchem die 
Mitten der parallelen Gegenseiten auf einen Durchmesser fallen, bilden 
zusammen eine Figur, für die der Durchmesser Mittellinie ist. — Die 
nicht parallelen Seiten oder Eckenlinien dieses Vierseits bestimmen 
durch ihre Schnittpunkte mit dem Kreis ein gleichgeneigtes Trapez, 
dessen Mittellinie derselbe Durchmesser ist. 

16) Ein Kreis um die Mitte zwischen den Grenzpunkten zweier 
gegengerichteten Halbstrahlen kann diese Strahlen nur in den Ecken 
eines Rechtecks schneiden, dessen Mittelpunkt jener zwischen den 
Grenzpunkten ist. 

17) Ein Kreis um einen Punkt der Winkelhalbierenden zweier 
Geraden kann diese Geraden nur in den Ecken eines gleichgeneigten 
Trapezes schneiden, dessen Mittellinie jene der beiden Geraden ist. 

18) a) Von einem Rechteck im Kreis bestimmen zwei Gegen- 
seiten mit irgend zwei parallelen Berührenden ein Parallelogramm, 
dessen Mittelpunkt mit dem des Kreises zusammenfällt. 

b) Von einem gleichgeneigten Trapez im Kreis bestinmien die 
Schnittpunkte zweier Gegenseiten oder Eckenlinien mit den zu seinen 
Parallelseiten senkrechten Berührenden ein Rechteck, das mit der 
ersteren Figur dieselbe Mittellinie hat. 

19) Die Halbierenden der Innenwinkel eines Vierecks bilden ein 
Kreisriereck. 

Zusatz, a) Desgleichen die Halbierenden der Au&enwinkel. — 
Welche Beziehungen haben beide Vierecke bezüglich ihrer Winkel? 

b) Was wird aus dem Kreisviereck, wenn das ursprüngliche 
Viereck ein gleichgeneigtes Trapez oder Parallelogramm oder Recht- 
eck ist? 

20) Beschreibt man um die vier Dreiecke, in welche ein Viereck 
durch die Abschnitte seiner Eckenlinien zerteUt wird, Kreise, so* bilden 
deren Mittelpunkte ein Parallelogranmi. 

Wann wird dies Parallelogramm ein Reckteck oder eine Raute 
oder ein Quadrat? 

21) Beschreibt man um die vier Dreiecke, in welche ein Viereck 
durch seine ganzen Eckenlinien zerlegt wird, Kreise, wie liegen dann 
deren Mittelpunkte zu einander? und wie zu den vier Mittelpunkten 
der Kreise in 20? 

22) Dreht man zwei Gerade so um zwei Punkte A und B eines 
Kreises, dafs ihr Schnittpunkt auf dem Kreis hingleitet, und dreht 
man zugleich eine dritte Gerade um einen Punkt C der Berührenden 
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[§ 39.] in A so^ daTs sie stets mit der um Ä sich drehenden Geraden parallel 
bleibt, so gleitet der Schnittpunkt X dieser Parallelen und der Ge- 
raden durch B auf einem Kreis hin, welcher durch die drei Punkte 
Ä, By C geht. 

XIX. Zeichenanfgaben, 

Bemerkung. Um die folgenden Aufgaben kurz angeben zu können, 
bezeichnen wir in einem beliebigen Viereck AB CD die Winkel bei 
4, B^ C, B der Eeihe nach durch a, |5, y, d, die Seiten AB^ BC^ CD^ 
DJß durch a, 6, c, df, die Eckenlinien AC und BD durch e und f. — 
Ist das Viereck ein Trapez, so sei a \\ c, und h bezeichne den Abstand 
von a und c; — ist es ein Parallelogramm, so sei a\\c und h \\ d^ 
und der Abstand von a und c sei durch \, der von b und d sei durch 
Äj bezeichnet; — ist das Viereck ein gleichschenkeliges, so sei a = d 
und 5 = c; — ist es ein gleichgeneigtes Trapez, so werde h = d^ 
also e = f\ — ist das Viereck ein Kreisviereck oder Kreisvierseit, 
so sei r der Halbmesser des umbeschriebenen, ^ der des einbeschriebenen 
Kreises. 

§ 86. Ein Trapez ist zu zeichnen, wenn gegeben sind: 

1) a, 6, c, /3; 2) a, c, a, /J; 3) a, c, a, /*; 

4) a, 6, c, /•; 5) a, e, /*, a; 6) a, e, /", <^ ae; 

7) a, 6, c, A ; 8) a, &, 6?, ä ; 9) a, hyf,h] 

10) a, &, «, Ä; 11) 6, d, e, Ä; 12) ayC^f^h] 

13) a, 6, c, d; 14) a, 6, c, /3; 15) a, e, a, /5; 
16) &, c, ^ rfe, <^ 6/^; 17) a, c, ^ ce, ^ &/•; 

18) a, &, c, -^ rfe. 

Ein Parallelogramm ist zu zeichnen aus folgenden gegebenen 
Stücken: 

19) a^bj^\ ; 20) a, e, ä^ ; 21) a, e, Äj ; 
22) a, 6, /•; 23) \, e, /•; 24) a, h,, \ ; 
25) a, 6,^25 26) a + &,«,/•; 27)a + &, a,6; 
28) 6, /, ^ ef-, 29) /, A3, « ; 30) a, Ä„ <^ ef-, 
31) a,Ä„ <^c/-; 32) e,a,^ef, 

§ 87. Ein gleichschenkeliges Viereck ist zu zeichnen aus: 

33) e, «, /J ; 34) e, i, y ; 35) a, &, /3 ; 36) a, i, a ; 
37) e, /•, a ; 38) e,f,ß; 39) a, 6, f. 

Ein gleichgeneigtes Trapez ist zu zeichnen aus: 
40) o,c,Ä; 41)o,6, a; 42)a, 6, y; 43) a,c,a; 

44) a, c, ^ efs 45) o, e, y; 46) a, e, «^ 6e; 47) a, l, c 
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Ein Rechteck ist zu zeichnen aus: § 38. 

48)a,&; 49) a, 6; 50) a, ^ e/*; 

51) e, ^ ef-, 52) a, ^ ae; 53) a + &, 6. 

Eine Raute ist zu zeichnen aus: 
54) öt, a; 55) a, c; 56) e, a; 57) e, /*; 

58) Ä, a; 59) a, Ä; 60) e, Ä; 61) a, e + /; 

62) «,6 — /*; 63) «,6 + /*; 64)a,e — /; 65)ö:,a + Ä; 
66) a^a — Ä; 67) ayB-^-h^ 68) a^e—'h. 

Ein Quadrat ist zu zeichnen aus: 
69) a; 70) e; 71) 6 + a; 72) e — a. 

Ein Kreisviereck ist zu zeichnen aus: § 39. 

73) r, a^byC'^ 74) r, a, 6, a ; 75) r, a, c, e ; 

76) r, a, &, /•; 77) r, a, 6, ^ ef-, ' 78) r, e, f, ^ 6/"; 

79) r, e, a, -^ e/*; 80) a, 6, c, /3 ; 81) a, 6, c, e ; 

82) a, 6, a, /*; 83) a^h^y^f'^ 84) a, 6, c, a. 

Ein Kreisvierseit ist zu zeichnen aus: 
85) Qy a, 6, a ; 86) p, a, &, /3 ; 87) q, a, a, y ; 

88) p,a,/5,y; 89) p,e,a,y; 90) a,&,c,e; 

91) a, &, c, /J; 92) a, &, e, a ; 93) a, a, /J, y ; 

94) a, 6, c, a; 95) a, 6, /J, y. 

96) Auf einer Dreieckseite ist ein Punkt so zu bestimmen, dafs die § 36—39. 
von ihm aus parallel zu den andern Seiten gezogenen und durch 

diese begrenzten Strecken gleich werden. 

97) In einen gegebenen Kreis ist ein Rechteck mit gegebener 
Seite zu zeichnen. 

98) In ein beliebiges Viereck ist ein Parallelogramm einzuschreiben, 
dessen eine Seite s nach Gröfse und Richtung gegeben ist. (Vgl. Auf- 
gabe IV, 14.) 

99) a) Ein gleichseitiges Dreieck ist gegeben; man soll ein 
Quadrat zeichnen, welches mit jenem das Eck A gemeinsam hat und 
dessen andere Seiten durch die zwei übrigen Ecken des Dreiecks 
gehen. — Andeutung: Die Figur hat als Mittellinie die von A aus- 
gehende Höhe und Eckenlinie. 

b) Ein Quadrat ist gegeben; man soll ein gleichseitiges Dreieck 
zeichnen, welches mit jenem das Eck A gemeinsam hat und dessen 
zwei übrigen Ecken auf Quadratseiten fallen. — Andeutung: 

a) Trage an die Eckenlinie in A Winkel von je -J^i? an. — Oder: 
/3) Ziehe die Eckenlinie aus Ay bilde darauf -4X = XF, zeichne 
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[§36— 39.] über XT ein gleichseitiges Dreieck und verbinde dessen Spitze 
mit Ä. — Oder: 

y) Zeichne über der Eckenlinie aus Ä ein gleichseitiges Dreieck 
und trage den Winkel zwischen der in Ä anstoisenden Quadratseite 
und äuiseren Dreieckseite an ersterer nach innen an. — Oder: 

ä) Zeichne über einer (nicht von Ä ausgehenden) Seite nach auTsen 
oder innen ein gleichseitiges Dreieck und verbinde dessen Spitze mit 
Ä. — Oder: 

s) Verdoppele die eine von Ä ausgehende Seite, bis X, schneide 
aus X mit XÄ ein auf der dritten Seite = XT, so ist J. F die ge- 
suchte Seite. 

100) Ein Parallelogramm sei gegeben. Allein mit Lineal ist 
demselben ein anderes ParaUelogramm 

a) einzuschreiben, von welchem die Lage einer Seite gegeben ist; 

b) umzuschreiben, von welchem ein Eck gegeben ist. 

101) Ein Rechteck (Raute) mit seinen Mittellinien sei gezeichnet. 
Man soll mit dem Lineal allein eine Raute (Rechteck) demselben 
umschreiben (einschreiben), von welcher eine Seite (Eck) gegeben ist. 

103) Von einem Fünfeck seien die Seitenmitten -4, 5, C, D, E 
gegeben; das Fünfeck selbst ist zu zeichnen. — Andeutung: Zeichne 
das Parallelogramm AEBX, ziehe TZ || BG durch X und mache 
XT=XZ=Ba 

103) In ein Quadrat soll ein anderes von gegebener Seite s ein- 
beschrieben werden. — Andeutung: Zeichne den Mittelpunkt des 
gegebenen und trage von hier aus die halbe Eckenlinie des gesuchten 
Quadrates ein. 



Aufgaben zum neunten Kapitel. 

XX. Lehrsätze. 

§ 40—42. 1) Ein regelmäXsiges Dreieck bestimmt mit der in Bezug auf 

seinen Mittelpunkt gegengesetzten Figur ein regelmäJjsiges Sechseck 
(trigonalen Sechsstem). 

2) Ein Quadrat bestimmt mit einem gleichgrofsen Quadrat, dessen 
Eckenlinien auf die Mittelparallelen des ersteren fallen, ein regel- 
mäXsiges Achteck (tetragonalen Achtstem). 

3) Es ist nachzuweisen, dafs der grölsere der beiden Abschnitte, 
in welche jede Seite des Quadrates in Aufg. 2 durch eine Seite des 
andern Quadrates geteilt wird, gleich der halben Eckenlinie des- 
selben ist. 

4) Die Grenzpunkte einer Sehne, welche Mittelsenkrechte zu einem 
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Halbmesser ist, bestimmen mit dem Endpunkt des gegengerichteten [§ 40— 42.] 
Halbmessers ein regelmäfsiges Dreieck. 

5) Ein Aufsenwinkel eines regelmäfsigen Vielecks ist gleich dem 
zu einer Seite gehörigen Winkel am Mittelpunkt. 

6) Der Aufsenwinkel eines regelmäfsigen Vielecks von doppelter, 
drei-, vier-, . . . facher Seitenzahl ist gleich dem zweiten, dritten, 
vierten, . . . Teil des Aufsenwinkels beim regelmäfsigen Vieleck von 
einfacher Seitenzahl. 



7) Bei jedem einem Kreis ein- 
beschriebenen 2w-eck ist die Summe 
der n Winkel ungerader Ordnung 
gleich der Summe derer von ge- 
rader Ordnung. 

8) Wird bei einem einbeschrie- 
benen (2n + l)-eck ein Winkel 
durch einen Halbmesser geteilt, 
so ist unter den nun vorhandenen 
(2w + 2) Winkeln die Sunune der 
(n -|- 1) Winkel ungerader Ord- 
nung gleich der Summe der (n -f- 1) 
übrigen. 



7') Bei jedem einem Kreis um- 
beschriebenen 272^eck ist die Summe 
der n Seitenstrecken ungerader Ord- 
nung gleich der Summe derer von 
gerader Ordnung. 

8') Wird bei einem umbeschrie- 
benen. (2n + l)-seit eine Seiten- 
strecke als durch den Berührungs- 
punkt geteilt angenommen, so ist 
unter den nun vorhandenen (2n -}- 2) 
Strecken die Summe der (n + 1) 
Strecken ungerader Ordnung gleich 
der Summe der (n + 1) übrigen. 



XXI. Zeicbenanfgaben. 

1) Welcherlei Figuren entstehen, wenn man einen Kreis (nach 
§ 42, 5 b) in sechs gleiche Teile teilt und von den sechs Teilpunkten jeden 

• a) mit dem nächstfolgenden, 

b) mit dem zweitfolgenden, 

c) mit dem drittfolgenden verbindet? 

2) Dasselbe für den in 8, 12, 16 gleiche Teile geteilten Kreis. 

3) Es soU mit Benützung der Winkelscheite I und H*) (ohne 
Zirkel) ein regelmäfsiger a) Zweistrahl, b) Dreistrahl, c) Vierstrahl, 
d) Sechsstrahl, e) Zwölfstrahl gezeichnet werden. — Andeutung zu 

a) Vgl. § 14, 6. 

b) Lege an ein Lineal die zweitgröfste Seite von Wsch. H, ziehe 
die Gerade längs der grölsten Seite, wende das Wsch. um und wieder- 
hole das Verfahren; dann ziehe noch die Senkrechte zum Lineal durch 
Anlegen der kürzesten Seite. 

c) Verfahre nach a), verschiebe dann das Wsch. I am L. und 
lege nun das L. an dessen gröfste Seite und ziehe entlang den kleineren 
Seiten. 

d) Verfahre wie in b), dann ebenso durch Anlegen der kleinsten 

•) 8. S. 100. 
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[§40— 42.] Seite; dann lege das Lineal an die gröfste Seite und ziehe entlang 
der Seite, die zuvor angelegt war. 

e) Verbinde wiederholt c) mit d). 

4) Zu einem regelmäfsigen Sechseck ist ein übereinstimmendes 
zu demselben Mittelpunkt zu zeichnen, so dafs die Ecken beider ein 
regfelmäfsiges Zwölfeck (hexagonalen Zwölfstem) bestimmen. 

5) Zu einem Quadrat sind zwei übereinstimmende Quadrate mit 
demselben Mittelpunkt zu zeichnen, so dafs ihre Ecken vereint ein 
regelm'äfsiges Zwölfeck (tetragonalen Zwölfstem) bestimmen. 

6) Man zeichne ein regelmäXsiges Vier-, Sechs-, Acht-, Zwölf- 
eck, wenn gegeben ist 

a) die Seite, oder 

b) die Eckenlinie zwischen Gegenecken, oder 

c) eine Eckenlinie zwischen andern Ecken. 

7) Es seien a) zwei auf einander folgende Ecken oder es sei 
b) eine Seitenstrecke eines regelmäfsigen Sechsstems gegeben; der- 
selbe ist zu zeichnen. 

Zusatz. Ebenso die verschiedenen Zwölf- und Achtsteme unter 
denselben Bedingungen. 

8) Über einer Strecke AB sei ein regelmäfsiges Dreieck ABG 
gezeichnet; man soll über derselben Strecke ein regelmäfsiges Sechs- 
eck zeichnen. — Andeutung: Ziehe BD || AO und = -4.C, DE || BG 
und = BG u. s. w. 

9) Über einer gegebenen Strecke AB sei ein regelmäfsiges Viel- 
eck gezeichnet; man soll übjer derselben Strecke ein regelmäfsiges 
Vieleck von doppelter Seitenzahl zeichnen. — Andeutung: Wenn 
z. B. das Vieleck ABCDE . . . vorliegt, so ziehe = AB die Strecken: 

BH\\ AG, HI\\ BG, IK\\ BD, KL \\ GD u. s. w. 

10) Ein regelmäfsiges Vieleck ABGDE sei gegeben; man soll 
(ohne Benützung des umbeschriebenen Kreises) ein Vieleck mit 
doppelter Seitenzahl zeichnen, welches die Ecken des ersteren eben- 
falls zu Ecken hat. — Andeutung: Ziehe AG, halbiere die Winkel 
BGA und GAB und ziehe durch B die Strecken parallel zu den 
Winkelhalbierenden und bis zu diesen. 



Aufgaben zum zehnten Kapitel. 

XXII. Vepgleichung von Flächeninhalten. 

§43u.44. 1) Die Verbindungsgerade zweier Seitenmitten eines Dreiecks 

schneidet von demselben ein Dreieck ab, welches der vierte Teil des 
ursprünglichen ist. 
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2) Jede Gerade durch den Mittelpunkt eines Parallelogramms [§43 u.44] 
teilt dasselbe in zwei gleiche Teile. 

3) Die Verbindungsgeraden eines Punktes in einem Parallelo- . 
gramm mit den Ecken zeriegen dasselbe in vier Dreiecke, von welchen 
die Summen der nicht aneinander grenzenden gleich grofs sind. 

4) Verbindet man in einem Trapez die Mitte einer der nicht 
parallelen Seiten mit den Ecken der Gegenseite, so ist das zwischen 
diesen Verbindungsgeraden liegende Dreieck gleich dem zwischen den 
entsprechenden Verbindungsgeraden aus der Mitte der Gegenseite. 

5) Das durch die Mittelpunkte der vier Seiten eines Vierecks 
bestimmte Parallelogramm ist halb so grofs als das Viereck selbst. 

6) Zieht man durch die Mitte der Eckenlinien eines Vierecks 
Parallele zu diesen Eckenlinien und verbindet den Schnittpunkt dieser 
Geraden mit zwei Gegenecken des Vierecks, so wird letzteres durch 
diese Verbindungsgeraden halbiert. 

7) Ein Trapez wird durch die Verbindungsgeraden eines Punktes 
der Mittelparallelen mit den Ecken in vier Dreiecke geteilt, von 
welchen die Summen der einander gegenüberliegenden gleich sind. 

8) Die Verbindungsgeraden von einem Eck eines regelmäfsigen 
Sechsecks nach den übrigen Ecken und nach den Mitten der das 
Gegeneck bildenden Seiten teilen das Sechseck in sechs gleiche Teile. 

9) Unter allen Dreiecken oder Parallelogrammen, welche in zwei 
Seiten übereinstimmen, hat das (zwischen diesen Seiten) rechtwinkelige 
den gröfsten Inhalt. 

10) Unter allen Dreiecken, die in einer Seite und der Summe 
der beiden andern übereinstimmen, hat das gleichschenkelige den 
gröfsten Inhalt. — Andeutung zum ausschlielsenden Beweis: Ein 
Dreieck, dessen Spitze jenseits der durch die Spitze des gleich- 
schenkeligen Dreiecks gehenden und zur Grundseite parallelen Geraden 
liegt, hat einen gröfseren Umfang (vgl. § 19, 2). 

11) Unter allen Dreiecken von gegebenem Umfang hat das 
gleichseitige den gröfsten Inhalt. 

12) Unter allen Dreiecken von gegebener Seite und gegebenem 
Gegenwinkel ist das gleichschenkelige das gröfste. 

13) Unter allen w-Ecken von gegebenem Umfang hat das regel- 
mäfsige n-Eck den gröbsten Inhalt. 

Andeutung des Beweises: a) Zwei aufeinander folgende Seiten 
müssen gleich sein (10). 

b) Eine den Umfang halbierende Gerade mufs auch die Fläche 
halbieren (Beweis ausschliefsend). 

c) Beim 2w-Eck mufs die Verbindungsgerade zweier Gegenecken 
Durchmesser eines Kreises sein, auf welchem jedes andere Eck liegt 
(9 und § 29, 6b). Zu dem n-Eck von ungerader Seitenzahl zeichnet 
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[§ 47.] 14) Die Eckenlinien einer Raute seien = 80,7 und 39,8 m; wie 

grofs ist der Inhalt? 

15) Die eine Eckenlinie eines viereckigen Feldes ist = 32,88 m, 
und die von den beiden andern Ecken auf jene gefällten Senkrechten 
messen 9,5 und 7,5 m. a) Wie grofs ist der Inhalt des Vierecks ? 

b) Wie teuer ist das Feld, wenn 1 Ar 208 Ji 25 \ kostet? 

16) Das der Figur 189 (S. 97) entsprechende Fünfeck soll ge- 
zeichnet und sein Inhalt soll berechnet werden, wenn x^y ... x^ 
= 26, 35, 11^, 37 mm und y^, y^, y^ = 31, 18, 46 mm sind. 

17) Die Seite eines Quadrates müst a) 27 mm, b) 3,8 cm, 

c) 2 m 8 cm; wie grofs ist die Seite des Quadrates, welches a) dop- 
pelten, ß) fünffachen, y) halbsogrofsen Inhalt besitzt? 
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